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0. EINLEITUNG

DIE MATHEMATIK IST DASINSTRUMENT, WELCHES DIE VERMITTLUNG

BEWIRKT ZWISCHEN THEORIE UND PRAXIS, ZWISCHEN DENKEN UND BEOBACHTEN:
SIE BAUT DIE VERBINDENDE BRUCKE UND GESTALTET SIE IMMER TRAGFAHIGER.
DAHER KOMMT ES, DASS UNSERE GANZE GEGENWARTIGE KULTUR, SOWEIT SIE AUF
DER GEISTIGEN DURCHDRINGUNG UND DIENSTBARMACHUNG DER NATUR BERUHT,
IHRE GRUNDLAGE IN DER MATHEMATIK FINDET.

( David Hilbert)

Nach Vorschlag meines Betreuers Prof. Kowol setzte ich mich im Zuge dieser Arbeit
mit den beiden Themenkreisen der Spharischen Geometrie und Kartographie, genauer
den Kartographischen Abbildungsmdglichkeiten der Erde aus mathematischer Sicht,
néher auseinander.

Die Themenstellung war fur mich vor allem aufgrund zweier Eigenschaften interessant:
Einerseits stellt sie eine Briicke zwischen den beiden von mir studierten Fachern dar
und bietet die Moglichkeit der Ausarbeitung eines mathematischen Zugangs zu der
bisher nur aus geographischer Sicht betrachteten Kartenkunde. Zweitens erscheint
dieses Thema auch im Elementaren im Vergleich zu anderen Gebieten als ein sehr
praxisnaher und anwendungsorientierter Bereich der Mathematik.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlagen der Sphérischen Geometrie und ihre
Verwendung in der Erdkunde z.B. bei der Bestimmung des V erlaufs bestimmter Kurven
auf der Erde darzustellen sowie das Grundprinzip der mathematischen Abbildung der
Erde mit den verschiedenen Mdglichkeiten aufzuzeigen — als Eingtieg fur ein néheres
Studium.

Das erste Kapitel dient der Bereitstellung von Hilfsmitteln und S&tzen aus der
Differentialgeometrie zur Bearbeitung der beiden Themengebiete.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit der Sphérischen Geometrie, die heutzutage in
der Schulmathematik fast vollkommen verschwunden ist. Es fuhrt nicht nur die
wichtigsten Sdtze der Sphérischen Geometrie an, sondern versucht auch, kurz den
Zusammenhang zwischen Sphérischer und Euklidischer Geometrie aufzuzeigen und
endet mit Anwendungen der Sphérischen Geometrie in der Geographie.

Das dritte Kapitel befasst sich mit dem mathematischen Zugang zur Konstruktion von
Kartennetzentwiirfen. Es bietet einen Uberblick tiber Abbildungsméglichkeiten der Erde
und Abbildungsgleichungen ausgewahlter Netzentwiirfe.
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1. ALLGEMEINE KURVEN UND FLACHENBETRACHTUNG

1.0. EINLEITUNG

Kurven und Flachen unterschiedlicher Gestalt, von der Natur vorgegeben, umgeben uns
stéandig, angefangen von den Planetenbahnen tber Flusslufe bis hin zum Spinnennetz.
Gerade in der Darstellung der Erdoberfl&che spielen sie eine bedeutende Rolle.
Zurtckgehend auf Untersuchungen zur Flachentheorie von GAUSS (1777-1855), einem
der ersten Mathematiker, der sich mit der inneren Flachenlehre auseinander setzte, soll
folgendes Kapitel einen kurzen Uberblick Uber Begriffe der elementaren
Differentialgeometrie in bezug auf die Betrachtung von Kurven auf Flachen geben und
begriffliche Voraussetzungen fur die ndhere Untersuchung der Kugeloberflache und
ihrer Abbildungsmaoglichkeiten schaffen.

1.1. DER BEGRIFF DER KURVE IM RAUM
Um Kurven im Raum mit den Hilfsmitteln der Mathematik analysieren zu kénnen,
benttigt man eine mathematische Darstellung.
Definition: Sei a: | ® K?, gegeben durch t # a (t), eine differenzierbare Abbildung

eines offenen Intervalls | = (a, b) T N* in den N°. a heif}t eine parametrisierte

differenzierbare Kurve, im weiteren kurz Kurve. Die Variable t bezeichnet man als

Parameter der Kurve.
Das Intervall | kann auch halboffen oder abgeschlossen sein, wobei auch die Werte
a=-¥ und b=+ ¥ zugeassen werden. Die Differenzierbarkeitsbedingung muss dabei
immer auf das Innere beschrénkt bleiben.
DieBildmengea (1)1 KN® nennt man Spur von a.
Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems lautet die Komponentendarstellung:

a () =(x ),y ®,z(®)
Die Differenzierbarkeitsbedingung besagt dann, dass die Abbildung a jedest e | auf
einen Punkt a (t) = (x(t), y(t), z(t)) e N° so abbildet, dass die Funktionen x(t), y (t), z(t),
| ® N differenzierbar sind. Man spricht auch von der Zugehtrigkeit zur Klasse C'. Sind

die Funktionenr-mal ( re 1) differenzierbar, so gehdren sie der Klasse C" an.
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BEISPIEL 1: Durch a (t) = (cost, sint, ct), t T N, ist eine Kurve definiert. Ihre Spur ist
die sogenannte Schraubenlinie mit der Ganghohe 2pc auf der Zylinderflache x? + y* = r2.

Ist c >0, 30 ergibt sich eine Rechtswindung der Kurve, ¢ < 0 liefert eine Linkswindung.

;l

| ——

\‘-——- “J(")

0 “ e
/ :

X

Abb. 1

Ist die Kurve a nicht bijektiv, kbnnen sogenannte Mehrfachpunkte auftreten, d.h.

a(ty) = af(ty) furty * t, . Kurven ohne Mehrfachpunkte nennt man einfach.

Zwel unterschiedlich parametrisierte Kurven konnen dieselbe Spur haben, z.B.
a(t) = (cost, sint), b(t) = (cos 2t, sin 2t). Ihre gemeinsame Spur ist der Kreisx*+ y* = 1.
Hier kann man von der ersten Parameterdarstellung der Kurve durch die Transformation
t ® 2t zu der zweiten Ubergehen. Allgemein werden erlaubte Parametertransformationen
wie folgt definiert.

Definition: Es seien |, T zwel Intervalle. Eine Parametertransformationj : T ® I, definiert
durcht #t=j (1), heiRt zulassig beziiglich der Kurvea : | ® K3 wennj bijektiv ist,
j undj *differenzierbar sndundj ‘(t) t Ofirr ale t e 1 gilt. Die Abbildung a é j :
T® N?ist dann wieder eine Kurve.

Zwei Parameterdarstellungen von a heil3en &quivalent, falls sie durch eine zulassige
Parametertransformation  ineinander  Ubergehen. Diese Relation ist eine
Aquivalenzrelation, sodass Klassen aquivalenter Darstellungen einer Kurve entstehen.
Bei Aussagen in der Differentialgeometrie ist deshalb immer die Invarianz gegentiber
zuléssiger Parametertransformationen zu priifen.
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1.2. ORIENTIERUNG

Sei die Kurve a, definiert im Intervall (a,b), gegeben. Die Kurve b sei definiert auf dem
Intervall (-b,-a) durch b (-s) = a (s). Die Kurve b weist dieselbe Spur wie die Kurve a
auf, aber mit umgekehrter Durchlaufrichtung. Man sagt, die beiden Kurven a und b
unterscheiden sich voneinander durch die Orientierung.

Dabel spricht man von positiver Orientierung der Kurve, wenn das Parameterintervall
im Sinn von wachsenden Werten durchlaufen wird; von negativer Orientierung, wenn

esim Sinn von fallenden Werten durchlaufen wird.

1.3. TANGENTE UND TANGENTENVEKTOR

Der Begriff der Tangente an eine Kurve wird im Raum analog wie in der Ebene
eingefuhrt.

Sei a: | ® K3, t # a(t), eine parametrisierte differenzierbare Kurve. Zu jedemt e | mit
a’(t) ! O exigtiert eine Gerade durch den Punkt a(t) mit dem Richtungsvektor a’(t). Die
Gerade heifl3t Tangente an a bei t.

Fur das néhere Studium der Kurve ist es wesentlich, dass die Tangente in jedem Punkt
der Kurve existiert. Die Definition der Kurve wird deshalb folgendermalien
eingeschrankt:

Definition: Eine parametrisierte differenzierbare Kurve a: | ® K® heift reguldr oder
glatt, fallsa“(t) * Ofur allete I.

Das bedeutet, dass an jedem Punkt der Kurve eine Tangente existiert.

Definition: Sei a: | ® N3, t ® a (t) = (x(t), y(t), z(t)), eine reguldre parametrisierte
Kurve. Der Vektor (X'(t), y'(t), Z'(t)) = a’(t) e R® hei}t der Tangentenvektor (oder

Geschwindigkeitsvektor ) der Kurve a bel t.

Die erste Ableitung der Funktion a(t), a’(t) ist der Richtungsvektor der Tangente im
Kurvenpunkt a (t). Daraus ergibt sich die Tangentengleichung x (1) =a (t) +1 a’(t),

| e N.

BEISPIEL 2: Die Kurvea (t) = (cost, sint, ct), te N, hat bei t den Tangentenvektor
a’ (t) = (-sint, cost, ¢) und die Tangentengleichung lautet

x (1) =(cost,sint,ct) +| (-sint,cost,c),| e N.
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1.4. DIE BOGENLANGE
Sei a: | ® KN®, definiert durch t # a (t), eine regulare Kurve. Die Bogenlange von a
vom Punkt to bist ist definiert durch

s(t) = ¢’ (1) dt (1)
wobei 2’ () =ya’(t)=a’(t) = VX ()2 +(Y (1) +(Z(1)?

die Lange des Vektors a’(t) darstellt.

Fur eine regulére Kurve a ist die Bogenlange s eine differenzierbare Funktion von t mit
Wertebereich (0,5(t)), die streng monoton wachsend ist.

Daher existiert die Umkehrfunktion t: (0, s(t)) ® N* gegeben durch s # t(s). Diese ist
wieder differenzierbar und streng monoton wachsend. Somit ist die Bogenlange als
Funktion in t ene erlaubte Parametertransformation. Man kann aso jede
differenzierbare Kurve mit der Bogenlénge parametrisieren. Im letzteren Fall heil3t die

Kurve natirlich parametrisiert; swird als naturlicher Parameter bezei chnet.

Die Ableitungen nach der Bogenlange s werden wie in der Literatur tblich mit Punkten
gekennzeichnet, die Ableitungen nach einem beliebigen anderen Parameter t durch
Striche.

BEISPIEL 3: Betrachten wir wieder die Kurve a (t) = (cos t, sin t, ct), die in eine
natUrlich parametrisierte Kurve umgewandelt werden soll.

t

t t
s=j (t) = g (t)dt = ¢)- sint,cost,c)|dt = ¢)/c* +1dt =tx/c* +1
0

0 0

x5

=) (9= ——

b(s)=aoj (s)=ac 0

1
XXT=
Ve +l g

e 1 ) 1 1 0
oS »5,5iN %S, C ST
c2+1 Je2+1  Jet+l g

Die Parameterdarstellung hat Einfluss auf den Tangentenvektor. st insbesondere a eine

natUrlich parametrisierte Kurve, so ist der Tangentenvektor t(s) ein Einheitsvektor.
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Berechnet man namlich die Lange des Tangentenvektors,

, ds
a’'(t)=—
R'Ml=4
so ergibt sich flr eine nattrlich parametrisierte Kurvea :

_ds_

dE ==
1.5. DIE KRUMMUNG
Ist der Verlauf einer Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte nicht geradlinig, sagt
man, die Kurve sei ,, gekrimmt®. Alexandrow drickt die Vorstellung der Kriimmung so
aus. ,Man erhdlt sie (die Krimmung) als Prézisierung der anschaulichen Vorstellung

von der Krimmung als Geschwindigkeit der Richtungséanderung der Kurve.”
(1], Seite 20)

a'(s)

o'(s)

Abb. 2
Fur die exakte Definition der Krummung geht man von der natlrlichen
Parametrisierung der Kurve a aus. Als Mal3 der Kriimmung wird die Anderung des
Winkels zwischen ,, benachbarten” Tangentenvektoren angesehen. Eine Gerade hat nach
dieser Vorgangsweise die Krimmung Null, ein Krels weist eine konstante Krimmung
auf.

Definition: Sei a: | ® N2 eine natiirlich parametrisierte Kurve. Der Betrag der zweiten

Ableitung |&(s)|=: k(s) heiRt Krimmung von a bei s &(s) nennt man auch

Krimmungsvektor der Kurve a. Der Kehrwert der Krimmung 1/k(s) wird als

Krimmungsradius bezeichnet.

Betrachtet man beispielsweise eine Gerade im Raum, a(s) = us + v (u, v, konstante

Vektoren), so gilt: &(s)=u, &(s)= 0. lhre Krimmung betragt offensichtlich O.
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Umgekehrt fallsk = [#(s)| © O folgt durch Integrieren

F(s)ds=u, (s(s)ds=yds=us+v

a(s) = us+ v. Man sieht, dass eine Kurve im Raum mit Krimmung O stets eine Gerade
ist.

#&(s) und somit auch die Krimmung k(s) sind invariant bei Orientierungswechsel, da
der Tangentenvektor &(s)bei Orientierungswechsel nur das V orzeichen éndert.

Im Gegensatz zum Tangentenvektor ist der Krimmungsvektor im allgemeinen kein
Einheitsvektor.

BEISPIEL 4: Betrachten wir die zuvor erhaltene natirlich parametrisierte Kurve a(s)

mit der Spur der Schraubenlinie :

1 1 c
a(s) = gcos—ssm s—s wobela— ¢’ +1
a a g

Der Tangentenvektor vond(s) ist ein Einheitsvektor, denn :

01 as80cCO
a(g) = -—sng———co —+—=I
a edga eagag

- L 0, 1 380
|dz(s)|—\/§ sin? g g+a cos gag+a :

Berechnet man den Krimmungsv ektor der Kurvea

S0 betrégt dessen Lange

&(s) = \/—cos28§9+ L gn2@0.-_1

a’ gag c? +1

Fir ¢ * 0ist somit der Krimmungsvektor der Kurve a kein Einheitsvektor.

Ist jedoch k(s) * 0, so gibt es einen wohldefinierten Einheitsvektor n(s) in Richtung
#&(s), definiert durch die Gleichung &(s) = k(s) n(s). Dabel gilt

&(s) _ é?«(s)

"= &) k()

(2)

10
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Definition: Der Vektor n(s) heif3t Normalenvektor der Kurve und steht normal auf den

Tangentenvektor t(s), denn differenziert man beide Seiten der Gleichung
&(s)d(s) =1 % erhat man

& (s) > (s) +ad(s) &(s) =0b &(s)(s) =0
Die Ebene, die durch t(s) und n (s) erzeugt wird, heil3t Schmiegebene bei s.

Abb. 3.

In Punkten mit k(s) = O ist der Normalenvektor nicht definiert. Punkte s e | mit
&(s) = 0 nennt man singulére Punkte 0. Ordnung, analog dazu hei3en Punkte s e | mit
#(s)= 0, singuldre Punkte 1. Ordnung. Kurven, die solche Punkte beinhalten, sollen in

der weiteren Ausfihrung ausgenommen werden, da die Existenz der Schmiegebene fir
eine lokale Untersuchung von Kurven wesentlich ist.

1.6. BINORMALENVEKTOR UND TORSION
Fir die néchsten Begriffe, die die Kurve weiter beschreiben sollen, ist die Kenntnis des
V ektorprodukts Voraussetzung. Das Vektorprodukt von zwei Vektoren u und v im K3
ist der Vektor u% v =w e N*mit den Komponenten

u, Vv,

W, = =U, W3- Ug W,
U; Vs

V.
w, = o | T e U

Wa_u =Up X, - Uy Y,

11
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Wie man durch Ausrechnen sofort erkennt, steht w orthogonal zu u und v. Weiters gilt:
Der Betrag |w|=|u” v| ist gleich der Flache des von u und v aufgespannten
Parallelogramms, und damit gilt [u” v|=|ul|v| sin(u,V) .

Zurick zur Betrachtung der Kurve. Aus dem Tangentenvektor und dem
Normalenvektor wird durch das Vektorprodukt ein zur Schmiegebene normaler
Einheitsvektor erzeugt: b(s) =t (s) % n (9).

Definition: b(s) heif3t Binormalenvektor der Kurve a beli s. Der Betrag der Ableitung

des Binormalenvektors, ‘ﬁ(s)‘ gibt an, wie rasch sich die Kurve in einer Umgebung von s
aus der Schmiegebene bel s herauswindet.

B(s) ist normal zu b(s), denn da b(s) ein Einheitsvektor igt, gilt b(s) >b(s) = 1.
Differenziert man beide Seiten der Gleichung, so erhalt man b(s) Xo(s) + b(s) 4(s) = 0,

woraus wie zuvor folgt B(s) (s) = 0.
Das Vektorprodukt zweier differenzierbarer Vektorfunktionen a und b wird folgender-
malen differenziert: (2" b)=a”" b+b” a.

Somit gilt B(s) =&<)" n(9) + ()" k(S) .
Dak(s) = |i(s) x|§((—3| =k xn(s) ist der Ausdruck &(s)” n(s) gleich null und esgilt

B(s) =t() " h(S).

Ausder Definition desV ektorproduktsfolgt, dass @)(s) normal auf t(s) steht.

Da @)(s) normal auf b(s) und t(s) steht und n(s) ebenso normal auf b(s) und t(s), folgt, dass
B(s) parallel zu n(s) ist.

Setzt man somit ﬁ)(s) =1(9) n(s), S0 stbl¥ man auf eine neue Grolet (s).

Definition: Sei a: | ® N° eine natiirlich parametrisierte Kurve mit a(s) * Ofir allese 1.

Die Zahl t (s), definiert durch ﬁ(s) =1t(s) n(s), heildt die Torsion von a bel s.

Dan(s) ein Einheitsvektor ist, ergibt sich durch Skalarmultiplikation,
t (9 =n(s) B(s
Es gilt t(s) © 0 genau dann, wenn die Kurve eben ist. In diesem Fall stimmt die Ebene,

in der a(s) liegt, mit der Schmiegebene Uberein. Denn b(s) steht senkrecht auf die
Schmiegebene, aufgespannt durch t(s) und n(s).

12
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Bei ebenen Kurven mit nicht verschwindender Krimmung fallen die Schmiegebenen
zusammen und sind mit der Ebene identisch, in der die Kurve liegt. Die Schmiegebene
und somit b(s) sind fur alle Kurvenpunkte gleich. Da b(s) konstant ist, verschwindet
B(s) und damit auch t (s).

Gilt umgekehrt t(s) @ O, folgt durch Integration von ﬁ(s)z t(s) n(s) = 0, dass b(s)
konstant sein muss.

Fur Punkte der Kurve mit t(s) * O zeigt der Wert t(s) an, ,wie stark und in welchem
Sinne sich die Kurve in der Umgebung eines Punktes‘ ... ,aus der zugehdrigen
Schmiegebene herauswindet”, d.h. in welchem Ausmall sie sich von einem ebenen
Verlauf entfernt. Daher stammt der Name , Torsion oder Windung* ( L. I. VALLEE,
1825 ) dieses Wertes.

Im Gegensatz zur Krimmung kann die Torsion auch negativ sein. Das Vorzeichen ist
positiv, wenn man eine positiv orientierte Kurve durchléuft und man die Schmiegebene

im Punkt a(s) in Richtung des Binormalenvektors durchstofit.
ﬁ(s) und t(s) sind invariant unter Orientierungsanderung, da der Binormalenvektor b(s)

bei Orientierungswechsel das V orzeichen andert.

1.7. FRENETSCHES DREIBEIN

Wie wir gesehen haben, konnen einer nattrlich parametrisierten Kurve a fir jeden
Parameterwert s drei Einheitsvektoren t(s) (Tangentenvektor), n(s) (Normalenvektor)
und b(s) (Binormalenvektor) zugeordnet werden. Diese drei Einheitsvektoren in der
Reihenfolge t(s), n(s) und b(s) bilden ein orthonormiertes Rechtssystem. Das Tripel
(t(), n(s), b(s) ) heil3t begleitendes Dreibein der Kurve oder auch Frenetsches Dreibein.

Die Ableitungen &(s) = k(s) x(s), ﬁ(s) =t (s) x(s) der Vektoren t(s) und b(s) beztiglich
der Basis {t(s),n(s),b(s)} liefern die geometrischen Grofden Krimmung k und Torsion t.
Berechnet man f(s), so l&sst sich dieser Vektor als Linearkombination der Vektoren t,
nund b darstellen:

fi(s) = a,t(s) + a,n(s) +a,b(s). Dan(s) %(s) =0, gilt &(s) %(s) =-Nn(s) *¥(s) =-a, = - k(9).

a, = f(s) () =0und a, = k() X(s) = - 1(3)

Somit erhalten wir fir die Ableitung des Normalenvektors f(s) = -k(s) t(s) - t(s) b(s).

Estreten also wiederum Krimmung und Torsion als Koeffizienten auf.

13
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Die durch die Ableitung erhaltenen Gleichungen
§(s) = k(s) x(9), fr (S) =- k() t(s) - 7(S) b(9), ﬁ(s) =1(9) X(9)

nennt man Frenetsche Formeln. Die Ebene, die durch die Vektoren t(s) und b(s)

aufgespannt wird, heildt rektifizierende Ebene, die Ebene aufgespannt durch die

Vektoren n(s) und b(s) Normalebene. Die Ebene, aufgespannt von den Vektoren t(s)
und n(s), ist die schon erwahnte Schmiegebene.

1.8. BEGRIFF DER FLACHE IM RAUM

Nach der Betrachtung der Kurven im Raum widmen wir uns kurz den Flachen im Raum
und ihren Eigenheiten.

Der Begriff der Flache kann unterschiedlich definiert werden. Nach Klotzek werden
Flachen als ,,Bilder ebener Gebiete* ( [17], Seite 80 ) betrachtet. Unter einem Gebiet G
in F versteht man eine Teillmenge von F, die offen und zusammenhangend ist. Letzteres
bedeutet, fur alle Punkte ab des Gebietes gibt es einen verbindenden Weg, d.h. eine
stetige Abbildung c : [0,1] ® Gmitc (0) =a, c (1) =h.

Ein abgeschlossenes Gebiet ist die Vereinigung des Gebietes mit seinem Rand. Ein

abgeschlossenes Gebiet in F T N* heiRlt beschréankt, wenn es in einer Kugel des N*
enthalten ist. Ein Flachenstiick ist nach Klotzek die Bildmenge einer bijektiven
Abbildung a eines beschrankten GebietesG T N? inden N°.

Eine parametrisierte Flache wird nach Carmo ( vergleiche [8], Seite 65 )
folgendermal3en definiert:

Definition: Eine parametrisierte Flache & U T RN? ® N° igt eine differenzierbare

Abbildung einer offenen Menge U T K? in den K2 definiet durch
(uv) ® auv) = x(uv)yuv),z(uyv)). a ist reguldr, wenn das Differential
dag: N ® N injektiv ist fur alle g e U, d.h. die Vektoren Ja/fu und &/ v sind linear
unabhangig fur alleqge U.

Die Menge a (U) T N2 heif’t Spur von a Die Spur einer parametrisierten Flache kann,
auch wenn die Fl&che regulér ist, Selbstdurchschneidungen haben.

In anderer Literatur wird fur den Begriff ,,regul&r analog zu Kurven auch der Ausdruck
»glait® verwendet. Alexandrow liefert eine geometrische Interpretation regulérer
Flachen, die er aber selbst als , nicht ganz exakt* bezeichnet: ,, Geometrisch bedeutet
das* (regulére Flache), (...) ,dal3 eine stetig gebogene Flache weder Knickstellen noch
andere Singularitéten hat.“ ( [1], Seite 31)
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Die Aussage, dass die Vektoren fa/fu und fa/fv linear unabhangig sind, ist &guivalent
mit der Aussage, dass Ja/flu % fJa/flv * Oist. In diesem Fall existiert in jedem Punkt des
Flachenstiicks die Tangentialebene, die von diesen beiden Vektoren aufgespannt wird.
Ein Punkt p e U, in dem dag nicht injektiv ist, heil3t singulérer Punkt von a

e, u), Yo ), 28, 2))

Abb. 4.
Bei dieser Definition der Flache ist aber folgendes zu bemerken. Es gibt Flachen, die
keine singuldren Punkte aufweisen, aber fir die keine Parameterdarstellung gefunden
werden kann, die frei von singuldren Stellen ist. Das betrifft z.B. Flachen wie
Kugeloberflache oder Zylinderoberfléche.

BEISPIEL 5: Die Oberflache der Kugel mit Radius r lasst sich darstellen durch die
Parameterdarstellung a(u,v) = (r cosucosv, rsinucosv,rsinv). u,0 £ u<2p, ist der
Winkel, den die Meridianebene des Punktes P mit der (x,z) - Ebene einschliefd, v,
-p/2 £ v £ p/2, der Winkel des Ortsvektorst mit der (X,y) -Ebene (siehe Abbildung).

Die Koordinantenlinien u = konstant bzw. v = konstant sind die Meridiane bzw.
Breitenkreise.
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Nord- und Sudpol sind singuldre Stellen der Parameterdarstellung.  Bildet
man die partiellen Ableitungen fa/fu = (-r sin u cos v, r cos u cos v, 0) und
flal fv=(-rcosusinv, -r sinusinyv, r cos u) an der Stelle (ul p/2) erhdlt man die
beiden Vektoren fa/fu = (0,0,0) und Y& v = (-r cos u, -r sinu, 0), die linear abhangig
sind. Dasselbe gilt fur die partiellen Ableitungen an der Stelle (u{-p/2).

1.9 FLACHENKURVEN

Nach Kreszig ( [17], Seite 95 ) lasst sich eine Kurve auf einer Flache folgendermalden
darstellen:

Ist (u,v) # a(u,v) eine Darstellung der zu betrachtenden Fléche F, so bestimmt eine
Parameterdarstellung u = u(t) und v = v(t), mit uund v e C', r s 1, mit der reellen
Variablent, t T1 T N als Parameter, eine Kurve a auf F.

Durch Einsetzen in die Flachendarstellung erh@lt man eine Parameterdarstellung der
Form a(u(t),v(t)), wobei gefordert wird, dass die ersten Ableitungen u’(t) und v’(t) nicht

gleichzeitig O sein durfen fur ein beliebigest.

Mochte man nun die Tangenten der Flachenkurven ermitteln, so ergibt sich fur die
Tangentenrichtung der Flachenkurve a, definiert durch die Parameterdarstellung
a(t) = a(u(t),v(t)

':E:Exd_u.{-ﬂaxﬂ

O qud ey (3)
wobel wie Ublich fa/fu = a, gesetzt wurde, analog fir v.

Der Tangentenrichtungsvektor der Fachenkurve ist eine Linearkombination der
Vektoren a, und a,, wobel sie fur einen betrachteten reguléren Punkt linear unabhéngig
sind. Er liegt daher in der von a, und a aufgespannten Ebene, das ist die
Tangentialebene der Flache F im Flachenpunkt P.

1.10. TANGENTIALEBENE
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt a(u,v) lautet somit

x=a(u,v) +I xﬂ—a(u,v) + mxﬂ—a(u,v) mit 1,me N
fu v
Ein Normalenvektor der Tangentialebene in a (u,v) ist das Vektorprodukt

%(u,v)' %(u,v)

16



SPHARISCHE GEOMETRIE UND KARTOGRAPHIE

Der Einheitsnormalenvektor

12 wv 2wy
\"

n*(u,v) = U 1
o (WV)" =(u,v)
v

heil3t Flachennormalvektor (auch Normalenvektor der Fléche).

Zu erwahnen ist noch, dass zu einem Netz von Linien in der Ebene mit u = konstant
bzw. v = konstant ein Kurvennetz auf einem Flachenstlick gehort. Diese Kurven heil3en
Koordinaten-, Parameter- oder auch u-Linien (v = konstant) bzw. v-Linien
(u = konstant).

Ist ein Punkt (u,v) in U gegeben, dann ist der Punkt a(u,v) eindeutig als Schnittpunkt der
zugehorigen u- und v-Linie bestimmt. u und v nennt man krummlinige Koordinaten
oder auch GAUSSsche Parameter des Punktes, in Anlehnung an die Festlegung eines

Punktes im Koordinatensystem durch Parallelen zu den Achsen in der Ebene.

1.11. ORIENTIERUNG VON FLACHEN

Eine Fl&che ist dann orientierbar, wenn man eine in einem beliebigen Flachenpunkt p
positive Normalenrichtung wahit und diese eindeutig stetig in samtlichen Punkten der
Flache fortsetzen kann. Ist dies nicht moglich, kann es zum Beispiel vorkommen, dass
es ein geschlossenes Kurvenstiick a auf der Flache F gibt, sodass man, bei einer stetigen
Anderung des positiven Flachennormalenvektors langs a bei der Riickkehr zu p die der
urspringlich  gewdhlten  positiven  Richtung des  Flachennormalenvektors
entgegengesetzte Normalenrichtung erhdt. Dies trifft etwa beim sogenannten ,Mobius
Band“ zu ( vergleiche [17], Seite 133).
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1.12. ERSTE FUNDAMENTALFORM

Die sogenannte erste Fundamentalform einer Flache ist ein wichtiger Ausdruck, der
Messungen auf der Flache, wie der Berechnung von Kurvenldngen, Winkelmessung
oder Flacheninhaltsmessung, dient. Diese erste Fundamentalform wird in den
Lehrblchern unterschiedlich eingefiihrt. Bei der Definition folgen wir Carmo
(vergleiche [8], Seite 76 ).

Sei F T N eine regulére Flache. Auf jeder Tangentialebene T,(F) im Punkt p an die
reguldre Flache F wird durch innere Produkt 4, fi im N° ein inneres Produkt & , fi,
induziert, d.h. sind wy, w, zwei Vektoren in To(F) 1 K3, so ist 4 wi, Wy fip gleich dem
inneren Produkt von wy, w, als Vektoren im N2,

Dieses innere Produkt liefert eine quadratische Form 1, : Ty (F) ® K2, gegeben durch

Ip(w):<w,w>p :|W12 30 wi T,(S)
Definition: Die durch die Gleichungl,(w) =(w,w) =w/’ 2 0 definierte quadratische

Form |, auf T, (F) nennt man die erste Fundamentalform der regul&ren Flache F T K2 in

pe F. In der zur Parametrisierung a(u,v) bei p assoziierten Basis {u,v} ausgedriickt:
w e Tp (F) ist ein Tangentenvektor an die Kurve a(t) = a (u(t), v (t)), t e (-1,1) mit
p = a(0)= a (uo,Vo). Somit
In(@’(0)) = 4a'(0), &'(0) fy
=da,u+a Vv,au+a Vvip
= day, afip (U)° + 24ay, af, U'V'+ da, af, (V)
=EW)*+2FuVv+G V)%, (4)

Die Notation mit den Buchstaben E , F und G geht auf GAUSS zurtick. Man nennt sie
die Koeffizienten der ersten Fundamentalform in der Basis {u,v} von T, (S).

E=4éa, af, F=4a,,af, G=4a , af

Betrachten wir den Flachennormalenvektor

ALY SRR
n*(u,v):= H; ‘H;
ﬂT(U’V), ‘ITV(U’V)
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Da der Betrag des Kreuzprodukts der beiden Vektoren gleich der Flache des von ihnen

aufgespannten Paralelogramms ist, lasst sich der Nenner E(u,v)'.l%(u,v)

l

mithilfe der Flachenformel des Parallelogramms schreiben as

Ja,a)%a ) (a, =, =VEG- F*

Durch Quadrieren der Gleichung erhé@lt man folgende Aussage:

Den Term EG-F? nennt man Diskriminante der Fundamentalform.

BEISPIEL 6. Betrachten wir wieder die Parameterdarstellung der Kugeloberflache
a(u,v) =(rcosucosyv, rsinucosyv, rsinv) (siehe Beispiel 5). Mithilfe der partiellen
Ableitungena, = (-r sinu cos v, r cosu cos Vv, 0) und a, = (-r cosu sinv, -r sinu sin v,
r cos V) lassen sich die Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Fléche bilden:

E =4a, afi = a’=r?sinu cos’Vv + r’cos’u cos’v = r?cos?v ( sinu + cos’u ) = r? cos’v
F=4a,,af=r’snucosvcosusnyv - r’cosucosvsinusinv=0

G=4a,afi = a’=r’cofusin’v + r’sinfu sin’v + r’cos’v = r? ((cos’u + sin’u) sin’v
+cos’v) =r?

Die Diskriminante der Fundamentalform EG - F? = r “cos’v verschwindet nur bei
v =-p/2 und v = p/2, d.h. an den Stellen, wo die Parameterdarstellung entartet.

1.13. LANGENMESSUNG AUF FLACHENSTUCKEN

Mithilfe der ersten Fundamentalform kann man die Bogenlange einer Flachenkurve
einfach beschreiben.

Wie schon zuvor erwahnt, ist die Bogenlénge s einer reguléren parametrisierten Kurve
a: 1 ® N3 definiert durcht ® a (t),

s(t) = tds\ t)|dt = : | (a’(t))dt

to
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Die Bogenlange der Flachenkurve a(t) = a (u(t),v(t)) in einer zur Parametrisierung
a(u,v) gehorenden Koordinatenumgebung zwischen to und t kann folgendermal3en

berechnet werden:

t
s(t) = QVE(U)? +2FU'V +G(V)2clt

to

1.14. WINKELMESSUNG
Der Winkel j, unter dem sich zwei parametrisierte regulédre Kurvena: | ® F, b: | ® F
bei t = to schneiden, berechnet sich durch den Winkel zwischen den Tangentenvektoren

der beiden Kurven. Aus der Definition des Skalarprodukts folgt:

L @)
D R )b )

(6)
Der Schnittwinkel j zweier Flachenkurven a(t) = a(ua(t),va(t)) und b(t) = a(ux(t),v2(t))
ist gleich dem Winkel zwischen den Tangentenvektoren an die beiden Flachenkurven

im Schnittpunkt. Der Tangentenvektor der Kurve a hat die Form a’(t) =a,u, +a,v,’

und der Tangentenvektor der Kurve b lautet b'(t) = a,u, +a,v," .

{@’(t),b’())
2" (t)[#b" (1))

Dacosj = erhdlt man durch Einsetzen

cosj = (a,,a,)du,du, +(a,,a,)du,du, +(a,,a,)du,du, +(a,,a,)dv,dv,
|da (1) ¥db (1)

Dabei gilt:
da (1) = \/<au ,a,)du? +2(a,,a, )du,dv, +(a,,a,)dv?;analog fir [db (t)|.

Verwendet man die Koeffizienten E, F, G der ersten Fundamentalform, so berechnet
sich der Winkel ¢ durch
Edu,du, + F(du,dv, + du,dv,) + Gdv,dv,

2 2 2 2 ( 7 )
\/ Edu;” + 2Fdu,dv, + Gdv; \/ Edu; + 2Fdu,dv, + Gdv,

cosj =
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Die Kenntnis der ersten Fundamentalform ermoglicht also auch die Winkelmessung.
Betrachtet man den Schnittwinkel j zwischen zwei sich schneidenden Parameterkurven
(up — Linie d.h. du; * O, dvi = 0; vo- Linie, d.h. du; = 0, dvy; * 0) erhdlt man

Ccosj :L (8)

JEG

1.15. FLACHENINHALTSMESSUNG AUF FLACHENSTUCKEN

Sowohl Kreyszig ( [17], Seite 137 ) adso auch Carmo ( [8], Seite 94 ) liefern die
geometrische Interpretation und den Beweis der folgenden Flachenformel. Da eine
genaue Ausfihrung den Rahmen der hier bendtigen Informationen sprengen wiirde,
madchte ich nur die Definition geben und auf den Bewels verweisen.

Definition: Es sei J eine regulére Flache und R T J, ein beschranktes abgeschlossenes
Gebiet im N2, R sei in einer Koordinantenumgebung der Parametrisierung & U T N°® J

enthalten. Der Wert des Doppelintegrals

0L VEG- FPdudv =A(R), Q=a'(R), (9)

heil’t Flacheninhalt von R.

Wegen Formel ( 5) kann er auch so ausgedriickt werden:

Obla.” a,|dudv=A(R), Q=a*(R)

1.16. KRUMMUNG VON FLACHEN

Um die Kriummung einer Fléache genauer zu untersuchen, betrachtet man die
Krimmung der Kurven auf dieser Flache. Da diese aber ganz unterschiedlich ausfallen
konnen, ist es a priori nicht klar, wie die Flachenkrimmung zu definieren ist. Erst
GAUSS hat eine Losung fur dieses Problem gefunden.

Man bestimmt zunéchst die sogenannte zweite Fundamentalform der Flache siehe z.B.
([7], Seite 145 ) folgendermal3en:

Sei F: (uv) # a(u,v), Fe C, r r 2, eine Flache und a(s) eine natiirlich parametrisierte
Kurve dieser Flache, a (s) e C', r r 2. Weiters sei j der Winkel zwischen
Normalenvektor n(s) der Kurve a und Flachennormalenvektor n*(u,v) der Flache F.
Aufgrund der besseren Lesbarkeit wird in der folgenden Ausfiihrung n*(u,v) durch f

ersetzt, die Parameter werden weggelassen.
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Danund f Einheitsvektoren sind, gilt:
cosj =nf
Ersetzt man nun n durch &(s) /k(s), so ergibt sich
k cosj = &f (10)
Berechnet man die rechte Seite der Gleichung erhélt man:
& =(a bli+a, blb+a, db+a, ¥ +ab+a, )X
Aus der Definition des Flachennormalvektors f folgt, f steht orthogonal auf a, bzw. a,.
Zudem gilt a,y = a,, sodass man erhdlt:
& =—a féb+a et +a féb+a, ¥
Setzt mannunlL :=a,f, M:=a, f =a, f, N:=a, f, ergibt sich die quadratische Form
Ldu?® + 2Mdudv + Ndv? (11)

Diesen Ausdruck bezeichnet man als zweite Fundamentalform der Flache S. L, M und

N sind die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform.

BEISPIEL 7: Die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform der Kugeloberfléache in
der Parameterdarstellung a(u,v) = (r cosu cosv, r sinu cosV, r sin v), in der Bedeutung

der Variablen und Konstanten wie in Beispiel 5, berechnet man folgendermalen:

fa . Ta

V)" =(u,v)

Der Flachennormalenvektor f =n*(u,v) = 1Y v =(cosu cosV, sin UcosV, sin V).
fa . Ja
—uv) —=(uyv)
fu v

a, = (-rsinucosyv, r cos u cosv, 0) partiell abgeleitet nach u ergibt

au =(-rcosucosyv, -rsinucosv, 0)

L=ay f=(-rcosucosv, -rsnucosv, 0) (cosucosv, Sinucosv, sinv) =
(-r cos’u cos’V —r sinu cosV) = -r cos?v (cos’u sin V) = - CosV

L = -r cos’v

a, =(-rsinucosv, r cosucosv, 0) partiell abgeleitet nach v ergibt
ayv=(rsnusinv, -r cosusinyv, 0), das entspricht a,,
M=a,f=(rsinusinv,-rcosusnyv, 0) (cosucosv, SnucosvV, sinv) =
(rsinusinvcosucosv—rcosusinvsinucosv) =0

M=0
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a =(-rcosusinv, -rsinusinv, r cosV) partiell abgeleitet nach v ergibt
ayv=(-rcosucosv, -rssnucosv,-rsnv)

N=ayf=(-rcosucosv, -rssnucosv,-rsinv) (cosucosv, Sinucosv, sinv) =
-r (cos’u cos’v + sinu cosV + Sinfv) = -r

N=-r

Die zweite Fundamentalform der Kugeloberflache der Kugel mit dem Radius r lautet
somit - r cos’v du® —r dv?.

Betrachtet man das sogenannte GAUSSsche Dreibein t(s), f(s) ~ t(s), f(s), so liegt der
Krimmungsvektor&(s) der natirlich parametrisierten Kurve a(s) der Flache F in der
von f(s) und f(s) ~ t(s) aufgespannten Ebene. Es gilt somit :

&(S)=kg(s) (f() ~ t(9)) + kn(s) f(s) mit eindeutig bestimmten ky(s) und Kq(S).

Definition: ky(s) heif Normalkrimmung der Flache F. Der zugehtrige Vektor
Xn(S) = kn(s) f(s) wird als Normalkrimmungsvektor bezeichnet. Durch Skalar-
multiplikation mit f(s) erhdlt man fir kn(s) die Beziehung ky(s) = &(s), #&(s) i

Aus der vorhergegangenen Herleitung der zweiten Fundamentalform sient man

k. (s)=k(s)cosj =Ldu®+2Mdudv + Ndv? (12)

k., stellt die Lange der Projektion des Vektors x, auf die Normale an die Flache F in p
dar.

Satz von MEUSNIER (1766):

Alle Kurven auf einer Flache F, die in eéinem gegebenen Punkt p 1 F dieselbe
Tangente haben, besitzen in diesem Punkt dieselbe Normalkr immung.
Beweis. Dain ( 8) auf der rechten Seite aul3er den Fundamentalgréf3en der Flache nur
die GroRen du und dv stehen, ist der Ausdruck k cos jJ nur durch die
Fortschreitungsrichtung du und dv bestimmt. Bei fester Fortschreitungsrichtung ist
dieser Wert konstant.

cos J k(s) : = 1/R = konstant (13)
Betrachten wir die Aussage noch genauer. Sei t eine beliebige, fest gewdahlte Tangente t
der Flache F im Punkt p. Es gibt eine Ebene, die durch t geht und f enthélt. Schneidet
diese Ebene die Flache F, entsteht als Schnitt eine ebene Kurve, die man als
Normalschnitt bezeichnet.
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Fur diese Kurve ist der Winkel j zwischen Normalenvektor n(s) der Kurve a und
Flachennormalenvektor f der Flache F gleich null. Die Krimmung des Normalschnittes
durcht ist 1/R. Die Normalkrimmung kp, ist in diesem Fall gleich der Krimmung k(s)
der Kurvea.

Bei einer Drehung der Schnittebene um t, wachst der Winkel j
und der Krimmungsradius 1/k(s) der Schnittkurve andert sich.
Die Krimmungskreise aller ebenen Schnitte durcht liegen auf
einer Kugel vom Radius R.

Der Satz von MEUSNIER zeigt, dass die Krimmung eines
jeden durch t gehenden Schnittes der Fléache durch die Abb.7
Krimmung /R des Normal schnittes bestimmt ist.

Definition: Sei a(s) eine natirlich parametrisierte Kurve der Fléache F, p ein beliebiger
Punkt der Flache F. Die maximale Normakrimmung k; und die minimale

Normalkriimmung k2 heif3en Hauptkrimmungen in p.

Die beiden Hauptkrimmungen fuhren uns zu einem weiteren Krimmungsbegriff, der
fur die Betrachtung von Flachen entscheidend ist.

Definition: Das Produkt K der beiden Hauptkrimmungen heil3t die GAUSSsche
Krimmung einer Fléche. Den arithmetischen Mittelwert H bezeichnet man als mittlere

Krimmung der Flache im betreffenden Flachenpunkt.
_kitk,

2
Das Vorzeichen der GAUSSschen Krimmung ist ausschlaggebend fir die Struktur der

K:=k, %, H: (14)

Flache in der Umgebung des betrachteten Flachenpunktes.

Mithilfe der GAUSSschen Kriimmung kann man Fléachenpunkte nach ihrer Kriimmung
klassifizieren:

Definition: Ein Punkt p einer Flache F heif3t

1. elliptisch, wenn K >0

2. hyperbolisch, wenn K <0

3. parabolisch, wenn K = 0 mit k; oder ko * O

4

. Flachpunkt, wennk; =k, =0
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Ist die GAUSSsche Krimmung positiv, weisen beide Hauptkrimmungen dasselbe

Vorzeichen auf. Das bedeutet, dass die Normalvektoren aller Kurven durch diesen

Punkt zur selben Seite der Tangentialebene zeigen. Beispielsweise sind alle Punkte

einer Sphéare elliptische Punkte.

In hyperpolischen Punkten haben die
Hauptkrimmungen entgegengesetzte Vorzeichen, was
dazu fuhrt, dass auch Kurven durch p existieren, deren
Normalenvektoren bel p nach beiden Seiten der
Tangentialebene bei p zeigen.

Alle Punkte der sogenannten Pseudosphére, mit K ist
konstant —1, sind hyperbolische Punkte.

In einem parabolischen Punkt ist die GAUSSsche
Krimmung Null, im Unterschied zu einem Flachpunkt

ist aber eine der Hauptkrimmungen ungleich Null. Die

Abb. 8 : Pseudosphére

Punkte eines Zylinders sind beispielsweise parabolische Punkte. Hier ist K stets O flr

alle Punkte der Erzeugenden.

Definition : Gilt fir pT F, ky = k2, so heif}t p Nabelpunkt von F; insbesondere sind

Flachpunkte (k1 = ko = 0) Nabelpunkte. Betrachtet man eine Sphére, so sind alle Punkte
Nabel punkte. Dasselbe gilt fur die Punkte der Ebene. (Beweis siehe Kapitel 2.6.)

—

Abb.9  dliptischer Punkt Abb. 10

A

—

hyperbolischer Punkt

Abb. 11 parabolischer Punkt Abb. 12 Flachpunkt
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Die Kenntnis der Hauptkrimmungen einer Flache in einem Punkt p erlaubt es uns,

leicht die Normalkrimmung der Flache im Punkt p zu berechnen. Es gilt ndmlich der

Satz von EULER: Schliefit eine Richtung in einem Flachenpunkt, der kein

Nabelpunkt ist, mit der zu der Hauptkrimmung Kk; gehérenden
Hauptkrimmungsrichtung den Winkel j ein, so ist die zu dieser Richtung
gehorende Nor malkrimmung k, durch

k, =k, cos’j +k,sin? (15)

gegeben.
Einen Bewels des Satzes findet man bel Kreyszig ([17], Seite 162)

Eine weitere Definition eines Krimmungsmalles stellt eine wichtige GrofRe zur
Bestimmung der kirzesten Linien einer beliebigen Flache dar:

Definition: Sei F: (u,v) # a(u,v) eine Flache der Klasse C', r r 2, und a(s) eine
natiirlich parametrisierte Kurve auf der Flache F, ebenfalls der Klasse C', r r 2. Sei p
ein beliebiger Punkt der Kurve a. Projiziert man a orthogonal in die zu diesem Punkt p
gehodrige Tangentialebene T(F), der Flache F, so bezeichnet man diese Kurve als a”.
Die Krimmung dieser projizieten Kurve a” im Punkt p heif3 die geodétische
Krimmung oder auch Tangentialkrimmung der Kurve a im Punkt p. Sie wird mit Kgq
bezeichnet.

Wie zuvor festgestellt gilt: &(s) = Ky (S)(F(s)” t(s)) +k,(s)f(s).
Durch Skalarmultiplikation mit f(s) ~ t(s) (f(s) = n*(s)), erhédt man

ky () =(n" ()" t(s),&(s)) (16)
Die geodétische Krimmung zeigt die Anderung des Winkels, den die Tangente an die
Kurve mit einer parallelen Richtung langs der Kurve bildet. Im Fall der Ebene ist die
parallele Richtung fest und die geodétische Krimmung reduziert sich auf die tbliche

Krdmmung.
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1.17. DER BEGRIFF DER GEODATISCHEN

Die ,Geburt der Differentialgeometrie* wird von W. Blaschke und H. Reichardt im
Jahre 1678, lange vor den Forschungen von GAUSS angesetzt, als Johann |I.
BERNOULLI (1667-1748) die Aufgabe stellte, die ,kirzesten Wege* auf einer
vorgeschriebenen krummen Flache zu suchen ( [5], Seite 40 ). Eine Aufgabe, die auch
in der Vermessung der Erde eine wichtige Rolle spielt.

Definition: Eine Flachenkurve, deren geodédtische Krimmung kg = O ist, heil3t

geodétische Linie oder Geodétische der Flache.

Eine Geodétische ist somit eine Flachenkurve, von der jeder geniigend kleine Bogen
eine kirzeste Verbindung ist. Wie anhand einer einfachen Uberlegung dargestellt
werden soll, ist nicht jede Geodétische im Kleinen auch im Grof3en die kirzeste

Verbindung.

Abb. 14: Geodétische Linien auf einer Zylinderflache und auf einer Kegelflache

Betrachtet man einen Zylinder und verbindet zwei Punkte der Zylinderoberflache mit
einem Faden, so stellt der Verlauf des festgezogenen Fadens eine Geodétische der
Flache dar, die die zwei Punkte verbindet. Es gibt jedoch, abhangig von der Anzahl der
Windungen um den Zylinder, viele Moglichkeiten, diesen Faden zu legen. Jedoch
minimiert nur eine Madoglichkeit die Léange zwischen den beiden Punkten.
Entsprechendes gilt fur den Kegel (siehe Abb. 12).

1.18. ABBILDUNG ZWEIER FLACHEN AUFEINANDER

Sei F: (u,v) # a(u,v) eine reguldre Flache, die man auf eine beliebige andere Flache
oder Ebene F, parametrisiert durch (U,V) # a(u,V), abbilden mochte. Man kann jedem

Punkt (u,v) der Flache F einen Punkt (U,V) der Flache F zuordnen:

u=u(u,v), V=V(uv)
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Damit erhalt man eine Abbildung F ® F, die jede Kurve der Fl&che F in eine Kurve der

Flache F Uberfiihrt. U und v sind Funktionen der Variablen u und v, wobei man beide
Funktionen als eindeutig und stetig differenzierbar annimmt. Da nach Definition der
reguldren Flache die Funktionaldeterminate stets ungleich null ist, ist die Abbildung
umkehrbar. Betrachten wir die Kurve der Flache F mit der Parametrisierung u = u(t),

v = v(t), so geht diesein die Bildkurve T =t (u(t),v(t)), v =V (u(t),v(t)) auf F iber. Im
allgemeinen wird die Bogenlange der Bildkurves = c‘)g—ids von der Bogenlange der

urspringlichen Flachenkurves = cyls verschieden sein.

Der Quotient des Quadrats der ersten Ableitung, des sogenannten Bogenelements oder
Bogendifferentials der Bildkurve und des der urspriinglichen Kurve

ds? _ Edu? + 2Fdudv + Gdv?
ds® Edu? + 2Fdudv + Gdv?

(17)

gibt das Mal3 der Langenverzerrung an, die auf die Kurven, die durch den Punkt a(u,v)
gehen, wirkt.

Ist nun das Verhéltnis ds/ds=1, s0 gilt auch E=E,F=Fund G = G.Das bedeutet,

dass ale Kurven der Flache F ,langentreu” oder ,isometrisch® auf die Kurven der

Flache F abgebildet werden. Man spricht von Abwicklung einer Fl&che F auf F oder

Verbiegungvon Fin F.

Betrachten wir allgemeiner den Fall, dass das Verhédltnis ds/ds unabhéngig von der
Fortschreitungsrichtung dv:du ist. Soll dies gelten, so existiert eine Funktion 1 (u,v) + 0

mit ds =Mu,v).
ds

=

Man erhalt als Langenverzerrung:

d§2

ds?

=

=c(u,v), c=172 =konst (18)
Es missen dann E, F, G proportional zu E,F,G sein, und zwar gilt

E=I12%E, F=12%F,G=I2G.
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Eine Abbildung zweler Flachen aufeinander, die Gleichung ( 18 ) erfillt, heif3 konform
oder winkeltreu. Letzteres deshalb, weil der Winkel zweier Fl&chenkurven unter
Anwendung einer solchen Abbildung unverdndert bleibt. Setzt man namlich die
Beziehungen E=1°E, F=I12%F, G =1%Gin die Formel ( 8 ) fir den Winkel ein, so

erhat man:

. F | °F | °F
cog = = =

_ F
“JEG I’Ex?2G 12VEG JEG

=coy

Dader Speziadfall I =1 die langentreuen Abbildungen liefert, gilt der
Satz 1.18.1: Jede langentreue Abbildung ist winkeltreu.

Die dritte wichtige GroR3e, deren Verzerrung bei der Abbildung von Flachen betrachtet
wird, ist der Flacheninhalt. Eine Abbildung, die das Flachenmald erhdlt, nennt man
flachentreu. Das Verhdltnis des Flachenelements da und seines Bildes da muss in
diesem Fall 1 sein:
% =1

Aus der Berechnung des Flacheninhalts ( 9 ) erhalten wir:

da _JEG- F’dudv

da” VEG- F?dudv
und als notwendige Bedingung fur Flachentreue einer Abbildung somit

EG- F?= EG- F? (19)

Damit folgt unmittelbar der
Satz 1.18.2.: Jedelangentreue Abbildung ist flachentreu.

Umgekehrt gilt folgender

Satz 1.18.3.: Einewinkd- und flachentreue Abbildung ist auch langentreu.

Dies gilt, dadie Konstante 1 einer winkeltreuen Abbildung, eingesetzt in die Bedingung
fur eine flachentreue Abbildung, 1 ergibt.
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1.19. THEOREMA EGREGIUM von GAUSS

Theorema egregium: Die Gausssche Krummung K l&sst sich durch die
Koeffizienten der ersten Fundamentalform und ihren partiellen Ableitungen
darstellen. K ist somit nicht von der Lage der Flache im Raum, sondern nur von
der ersten Fundamentalform der Flache abhangig.

Beweis. (nach Haack [11], Seite 70)

Betrachten wir den Ausdruck ( 10): kcosj =& =a f&* +2a, ft +a  fé>.

Liegt statt der Bogenlange s ein beliebiger zuldssiger Kurvenparameter t vor, gilt for
du dt _u¢ 0= dv dt YL

k cos j en §=—x—=—und
W at ds st o ds st

2 2

Kk cosi _a,fé +2?g;fl&+%f&

2 2
und nach (11) und (13): kcosj = Lau 2+2MdUdV+ NdV2 =t (20)
Edu® + 2Fdudv + Gdv R

Setzt mannunv : u =1, so ergibt sich fir den Normalschnitt

1_L+2MI +NI®
R E+2Fl +Gl?

Moéchte man die Extremwerte von 1/R, aso die Hauptkrimmungen fir den
Normalschnitt berechnen, multipliziert man den obigen Term aus und erhélt:
(E-RL)+2(F-RM) I+ (G-RN) I?°=0. Die quadratische Gleichung bestimmt
zwel Fortschreitungsrichtungen 1, und 1, fir jedes R. Fur die Extremwerte von R fallen
die Richtungen zusammen und 1; und I, reduzieren sich auf einen Wert. Setzt man die
Diskriminante Null, so ergeben sich die Extremwerte R; und Ra:
(F-RM)*-(E-RL)(G-RN)=0/:R?

=0

aeel
——F M
99 ge

J % 188 %12
o Rg @eRg g
Nach /R ausmultipliziert erhdlt man

1 1 NE 2MF +LG  LN- M?* _

R* R EG- F? EG- F?
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2
NachVIETAgiItK:ixi:LN M (21)
R R, EG-F?

Wegen (5) und (12) gilt L =(UW) Xa, " a,,a,,),M =(UW) {a, " a,,a,, ) und
N =@W)xa, " a,,a,,), wobei W=+vEG - F?.

S , o ,
K_(EG-F2)2(<aU a"’auu><au av’auv> <au a\/’aw>)

Zu zeigen ist nun, dass der rechte Klammerausdruck durch die Koeffizienten der ersten
Fundamentalform und ihren Ableitungen ausgedriickt werden kann.
Dazu betrachtet man folgende Ausdricke in Determinantenschreibweise:

a, @, 3/, a,a,
(&, a.a,)(a, " a,a,)=|a,x, a @, a @, und
2,0, 8,8, 3,8,
a, @, ax, a3,
(&, a,a,)(a, " a,a,)=|a @, ax, a,Q,
a,@, a,%, a,x,

Differenziert man die Koeffizienten der ersten Fundamentalform, erhdlt man:

E=a,’a, E,=2(a,’a,) E, =2(a,*a,)
I::a'u>e'\l FU:aUU>G'\I+aU>aUV FV:aU>G'\N+a'\I>aUV
G=a,a, G,=2aa,) G =21 a,)

Alle skalaren Produkte der Determinaten sind somit durch E, F, G und ihre Ableitungen
darstellbar, mit Ausnahmevona,, xa,, unda,, >, .

Diese beiden kommen nur, wie man durch Einsetzen der Determinanten in K sieht,
kombiniert im Term (EG - F) (a,, »a,, -a,, >a,,) VOr.

Bildet man die Ausdriicke
(Fu - %Ev)v = auu >e'W + auuv >e'\/ Und %Guu = a'uv >auv + auuv >e'\/ Und SUbtrahlert dle%’

1

erhalt man (F, - %EV)V- EG“” =8y A, - a, XA, d

Aus dem Theorema egregium folgt als wichtige Anwendung der

Satz 1.19.. Zwei aufeinander langentreu abgebildete Flachen haben in

entsprechenden Punkten gleiches Krimmungsmal3 K.
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1.20. DER SATZ VON GAUSS-BONNET und seine Anwendungen

De Satz von GAUSSBONNET ist einer der wichtigsten Sdtze der
Differentialgeometrie. Er besagt, dass der sogenannte Exzef3 eines geodétischen
Drelecks T ( d.h. eines Dreiecks, dessen Seiten Stiicke von Geodétischen sind ) gleich
dem Integral der Gaussschen Krimmung K tber T ist. Dabel verstent man unter dem
Exzeld von T die Differenz zwischen der Summe der Innenwinkel j 1, 2,j 3 von T und

p. Mittels Formel ausgedriickt:

3

ai,-p=pKds (22)

i=1

Die urspriingliche Version des Satzes stammt von GAUSS. O.BONNET hat den Satz
fur Gebiete, die von sich nicht Gberschneidenden Flachenkurven berandet werden, ver-
allgemeinert.

Eine wichtige Anwendung des Satzes liegt in der Bestimmung der Summe der
Innenwinkel eines geodétischen Dreiecks auf einer beliebigen Flache. Ist T ein
geodétisches Dreieck auf der Flache F. Bezeichnet man mit g1, g2, g3 die Aul3enwinkel
und mit J1=q-p, J2=0-p, J3=4q - p dielnnenwinkel des geodéatischen Dreiecks T, so
gilt bei Anwendung des GAUSS-BONNET-Theorems:

3
(\Ij<ds +agq =2
i=1

Beschreibt man dieselbe Formel mit Innenwinkel von T, dann ergibt sich:

3
O0Kds +p=aj (23)
i=1

3 3
(‘I\j<dS :2p' @.(p'j i):_p+a.ji

Man sieht: Die Summe der Innenwinkel eines geodétischen Dreiecks ist
gleichp, falsK =0

groler p, fallsK >0

kleiner p, fallsK < 0.
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Die Gausssche Krimmung einer Flache ist somit ausschlaggebend fur die
Winkelsumme eines geodéatischen Dreiecks auf dieser Flache. Wenn K © 1, dann gilt
Sji-p = Héacheninhalt (T) > 0. Auf einer Einheitssphére ist somit die Summe der
Innenwinkel eines geodéatischen Dreiecks grofRer als p, und der Exzefd ist genau der

Flacheninhalt von T.

K=, 2

Abb. 15 Geodétisches Dreieck auf einer Pseudosphére und auf einer Sphére
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2. SPHARISCHE GEOMETRIE

“ALSNUN, WER ES AUCH WAR VON DEN GOTTERN,

DASWIRRE GEMENGE SO ZERTEILT UND GESCHIEDEN UND DANN
ZU GLIEDERN GEORDNET, BALLTE ZUNACHST,

DAMIT IHR GLEICHMASS FEHLE AN KEINER STELLE,

DIE ERDE ER FEST ZUR GESTALT EINER MACHTIGEN KUGEL.”

( Ovid, Metamorphosen, erstes Jahrzehnt n. Chr., [10], Seite 17)

2.1. GESCHICHTE DER KUGELGEOMETRIE

Die Wurzeln der sphérischen Geometrie reichen ins 1. und 2. Jahrhundert n. Chr.
zurlick. Die Wissenschaft tUber die Kugel entstand in Verbindung mit der Astronomie,
als griechische und alexandrinische Geometern und babylonische Astronomen
versuchten, ihre Beobachtungen zu veranschaulichen.

Das dlteste Schriftstick zur Himmelskugel stammt aus dem 4. vorchristlichen
Jahrhundert, vom Astronom AUTOLYCUS VON PITANE (ca. 330 v. Chr.). In
seinem Werk ,,Uber die sich bewegende Kugel “ versuchte er eine mathematische
Erfassung der Bewegungen des Himmels und griff Beziehungen zwischen den groéfdten
Kreisen, den Parallelkreisen und ihren Polen auf.

Um 325 v.Chr. schrieb EUKLID sein Werk ,, Phainomena“, in dem er Erkenntnisse
von AUTOLY CUS aufgriff.

In den Forschungen dieser Zeit entstanden zur Untersuchung der Kugeloberflache zwei
Methoden: Die &ltere, die bereits von den Agyptern angewendet wurde, stiitzt sich auf
geometrische Konstruktionen, wobei die Kugel auf drel senkrechte Ebenen projiziert
wird. Die jungere Methode ist von den Babyloniern ausgebildet worden. Dabei handelt
es sich um eine Rechenmethode.

HIPPARCH VON NICAEA, der zwischen 161 und 126 v.Chr. auf Rhodos
astronomische Beobachtungen anstellte, kannte und wendete beide Methoden an. Auf
seine Forschungen grindete die sphérische Trigonometrie des MENELAOS (um 98
n.Chr., Alexandria) und die des PTOLEMAIQOS, der um 100 — 170 n. Chr. in
Alexandria lebte. Im 1. Jahrhundert n. Chr. schrieb MENELAOS die ,, Sohérik”, das
alteste Lehrbuch der sphérischen Trigonometrie. Es beinhaltete erstmals eine wirkliche
sphérische Dreieckslehre, unabhangig von Astronomie und stereometrischer Sphérik,

sowie die Formulierung und Beweise vieler Sétze, wie auch das heute noch als ,, Satz
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des MENELAOS" bezeichnete, wahrscheinlich aber auf HIPPARCH zuriickgehende
Theorem, das Grundlage fir spatere Arbeiten kommender Mathematiker war.

Klaudius PTOLEMAIOS VON ALEXANDRIA wendete die Inhalte auf die
Astronomie an. Sein Werk, der Almagest, diente astronomischen Untersuchungen; die
rein mathematischen Kapitel waren nur Mittel zum Zweck.

Auf reges Interesse stiefd die Kugellehre bei den indischen Mathematikern, die mithilfe
von geometrischen Konstruktionen ein rechnerisches Verfahren ableiteten, das die
Grundlage fur die heutige Sinustrigonometrie darstellt. Die Sphérik wurde in indischen
Schriften hauptsachlich in Regeln abgehandelt, Methoden wurden selten ausgefihrt.

Die Wurzeln der vermehrten Beschaftigung europdischer Mathematiker mit der
sphérischen Geometrie liegen nicht in Europa, sondern im Osten. Den Zundstein fur die
Beschaftigung mit der Trigonometrie legte AL-FAZARI, der 733 n. Chr. in Bagdad
eine Ubersetzung einer der indischen , Siddhantas* herausgab. Der Araber TABIT IBN
KURRAH (836-901 n. Chr., Bagdad) verfasste eine arabische Version der Werke des
PTOLEMAIOS sowie einen Kommentar zu MENELAOS™ Sphérik. Seine Schriften
verbreiteten sich unter den ost- und westarabischen Mathematikern. Bereits im
9. Jahrhundert entdeckte der syrische Mathematiker und Astronom AL-BATTANI die
Beziehungen des heutigen Seitenkosinussatzes und kannte den Sinussatz fur
rechtwinklige Dreiecke. In seinem Werke ,De scientia stellarum® benutzte er den
sphérische Kosinussatz, ohne sich dessen bewusst zu sein.

Im 10. Jahrhundert fanden die Mathematiker und Astronomen IBN IRAK VON
CHORESM, ABU'L WAFA VON CHORASSAN und AL-CHODSHANDI VON
CHODSHENT fast zeitgleich den sphérischen Sinussatz. ALHOGENDI (um 970
n.Chr.), ABU'LWAFA (940-998 n. Chr.) und ABU NASR (um 960-1020 n. Chr.)
verallgemeinerten den Sinussatz fur schiefwinklige Kugeldreiecke. ABU 'LWAFA
definierte alle trigonometrischen Funktionen einheitlich am Kreis, im Gegensatz zur
bisherigen Einfiihrung am rechtwinkligen Dreieck.

ALNAIRIZI (922/23 n. Chr.) und etwas spater ABU'LWAFA schufen zwei Theoreme,
»Regel der vier GrolRen* und , Tangentensatz“, die den Lehrsatz des MENELAOS in
seiner Bedeutung ersetzten. Der Westaraber GABIR IBN AFLAH (zwischen 1140 und
1150 n.Chr., gestorben in Sevilla) fugte in seiner Abhandlung den vier Ptolemé&ischen
Grundformeln am rechtwinkligen Dreieck eine funfte hinzu. Von ihm sind, untypisch

fUr arabische Schriften, viele Beweise seiner Sétze Uiberliefert.
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Der Winkelkosinussatz sowie die erste vollstandige Darlegung der sphérischen
Trigonometrie geht auf den im 13. Jahrhundert lebenden Aserbaidschaner NASIR-ED-
DIN AT-TUSI zuriick.

Er stellte in seinem Werk ,,Uber die Figur der Schneidenden“ der , alten* Methode, der
der Transversalensatz des Menelaos zugrunde lag, die ,moderne® Methode mit dem
Sinussatz als fundamentalen Satz gegentber. Es gelang ihm, Aufgaben am
rechtwinkligen, wie am schiefwinkligen Dreieck vollstandig zu 16sen.

In Europa hielt die sphérische Trigonometrie erst nach dem Hochmittelalter Einzug.
Ausschlaggebend waren vor allem die Durchsetzung des heliozentrischen Weltbildes
und die zunehmende Bedeutung der Schifffahrt, die viele Entdeckungen ermdglichte.
REGIOMONTANUS, (1436-1476), mit birgerlichem Namen Johannes Miiller, ein
Rechner, Instrumentenbauer, Drucker und Wissenschaftler aus Konigsberg, pragte im
15. Jahrhundert Europas Wissenschaft in vielen Disziplinen. In der Sphérik stellte er
Ptoleméus” Almagest mit den arabischen Schriften in Verbindung. 1464 schrieb er das
Werk ,,De triangulis omniodis libri quinque®, das aufgrund seines grof3en Einflusses die
Trigonometrie zu einer von der Astronomie unabhangigen Wissenschaft erhob, die sich
in der Folge rasch entwickelte. Er schuf ein System der Trigonometrie, formulierte den
allgemeinen Sinussatz und erstmals den allgemeinen Kosinussatz, starb jedoch vor
Vollendung seines Werkes.

Sein geistiger Erbe war Johannes WERNER (1468 — 1528), Pfarrer, Astronom und
Geograph. In seinem Werk , Libri quatuor de triangulis sphaericis® formte er mithilfe

der Formel sina xsinb =%cos(a - b)- cosa +b) den sphérischen Kosinussatzes

um. Multiplikation und Division wurden fast ganz durch Addition und Subtraktion
ersetzt, eine Methode, die spédter unter dem Namen Prosthaphairesis bekannt wurde.
Sein Manuskript hatte Einfluss auf RHAETICUS (1514-1576), der es as Grundlage
fur sein Werk ,,Opus Palatinum* verwendete, das ebenfalls unvollendet blieb.

Ein entscheidender Mann fir die Sphérik war Nikolaus KOPERNIKUS (1473-1543),
dessen heliozentrisches Weltbild sich auch gegen den Willen der méchtigen Kirche
jener Zeit durchsetzte. Seine in dem Werk ,De revolutionibus orbium coelestium*®
entwickelte stereometrische Methode zur Anwendung der ebenen Trigonometrie bel der
Herleitung sphérischer Sétze wurde von RHAETICUS weltergefiihrt.

Der Mathematiker Francois VIETA (1540-1603) formulierte im ,Variorum de rebus
mathematicis responsorum liber VIII“ (1593) seine neuen Erkenntnisse Uber die
sphérische Geometrie wie die sechste, letzte Fundamentalformel am rechtwinkligen
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Dreieck, eine kurze Formulierung des Kosinussatzes, den dritten Hauptsatz und die
Benutzung der Reziprozitdtsbeziehungen zwischen den allgemeinen Formeln am
schiefwinkligen  Dreieck, jedoch ohne Bekanntgabe der  Ableitungen.
Ein weiterer wichtiger Mann fur die Entwicklung der Kugelgeometrie war der
Englander John NAPIER (1550-1617), auf den die nach ihm benannten Neperschen
Regeln zur Berechnung fur rechtwinkelige sphérische Dreiecke und die
Logarithmentafel zurtickgehen.

1626 schrieb Albert GIRARD (1595 — 1632) die Idee zur Verwendung des spharischen
Exzesses zur Berechnung des Flacheninhalts eines sphérischen Dreiecks nieder, wie
Bonaventurea CAVALIERI (1592 — 1647) es spater in seinen Schriften ,,Directorium
Generale” (1632) und ,, Trigonometria plana und et spherica” (1643) tat.

In den folgenden Jahrhunderten eroberte sich die sphérische Trigonometrie eine
wichtige Stellung innerhalb der Mathematik. Leonhard EULER (1707 — 1783)
spezialisierte 1758 Satze Uber Eigenschaften kirzester Linien auf krummen Fléchen fir
grofte Kreise der Kugelflache in den ,, Principes de la trigonométrie sphérique®. Fir die
Abhandlung des rechtwinkligen Dreiecks verkurzte er die Formelsammlung auf vier
Formeln, auch eine Verkirzung auf drei deutete er an. Aber schon vor ihm, 1746, hatte
W. DE OPPEL adle Formeln der spharischen Trigonometrie aus drei, namlich dem
Sinussatz und den beiden Kosinussétzen, abgeleitet. L. BERTRAND (1731 — 1812)
fUhrte eine Ableitung der Formeln nur aus den Kosinussatzen aus und gelangte erst tiber
den Seitenkosinussatz zum Sinussatz. GAUSS (1777-1855), LAGRANGE (1736-1813)
und Jean Paul de Gua de BALVES schlugen einen ahnlichen Weg ein. LAMBERT
(1728-1777) betrachtete den von Euler aufgewiesenen Zusammenhang der Formeln in
der sphérischen und ebenen Trigonometrie. Andere an den von Euler initiierten
Forschungen Beteiligte waren LEXELL (1740 — 1784, Petersburg) und L"HULIER
(1752 — 1833, Paris). Weitere in diesem Zusammenhang wichtige Mathematiker sind
DELAMBRE (1749 — 1822) und MOLLWEIDE (1774-1825).

Die beiden Mathematiker MOEBIUS (1790 - 1868) und O. STOLZ (1842 - 1905)
schlossen in ihren Schriften das Gesamtgebiet der sphérischen Trigonometrie mithilfe
der analytischen Geometrie ab. Einen entgultigen Schlusspunkt fir die moderne
sphérische Trigonometrie setzte E. STUDY 1893.
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2.2. GRUNDBEGRIFFE

Definition: Die Sphére oder Kugeloberfldche S mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
R ist die Menge aller Punkte P des Raumes, die vom Punkt M den festen Abstand R

haben. Formal geschrieben S={P: [MP = R}.

Die Ebene G mit dem Abstand d von M kleiner als R schneidet die Kugel in einem
Kreis mit dem Radiusr ¢ R. Firr R, r und d gilt die Beziehung r* + d* = R%.

Ist d = 0, bezeichnet man den Kreis als GroRkreis (K), gilt 0 < d < R bezeichnet man
den Kreis als Kleinkreis (k). Da die Ebene bei d = 0 durch den Mittelpunkt M der
Sphére geht, gilt: Genau alle Kreise der Sphére, deren Mittelpunkt mit dem der Sphére
gleich i, sind Grol3kreise.

Abb. 16

A~

Jeder Kugelkreis hat einen wahren Mittelpunkt M”, in dem der zu G senkrechte

Kugeldurchmesser die Ebene G schneidet, und zwei sphérische Mittelpunkte M, und

Mo, in denen der zu G senkrechte Kugeldurchmesser die Sphére S schneidet.
Die Gearade AM, A e K, trifft den GroRkreis K neben A auch im Punkt A", dem
sogenannten Gegenpunkt oder diametralen Punkt zu A. Unmittelbar klar ist der

folgende

Satz 2.2.: Zwe verschiedene GrolRkreise K; und K, schneiden sich sets in

Gegenpunkten.

Betrachtet man zwei verschiedene, nicht diametrale Punkte A und B der Sphére, so wird
durch die Punkte A, B und M genau eine Ebene bestimmt. Deshalb gibt es genau einen
Grofkreis durch A und B, der durch die beiden Punkte in zwei Teile geteilt wird. Diese

Teile nennt man Grof3kreisbdgen.
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Definition: Der sphérische Abstand|Af\\B| zweier nicht diametraler Kugelpunkte A und B

ist die Bogenlange des kirzeren Bogens des Grof3kreises durch diese beiden Punkte.
Durch zwei Punkte, die nicht Gegenpunkte voneinander sind, gehen neben genau einem
Grofkreis eine unendliche Anzahl Kleinkreise. Den Abstand misst man deshalb am
Grofkreis, dadie auf der Sphéare gemessene Entfernung, fuhrt man die Messung entlang
des Grofkreis durch, minimal wird. ( siehe Kapitel 2.2.2. und Kapitel 2.2.6. )

Der GroRkreisbogen erfiillt damit auf der Kugel die Aufgabe der Strecke in der Ebene.
Man bezeichnet ihn deshalb auch als Kugelstrecke. Der Grofkreis K wird auch

Kugelgerade genannt.

Daalle Grof3kreise den gleichen Radius R aufweisen, ist der sphérische Abstand zweier
Punkte nur von R und dem Winkel d abhéngig, wobei d der Mittelpunktswinkel AMB,
der Winkel zwischen den Radien dieser beiden Punkte, ist.

Somit gilt:
AB _ 4 der AB=R-L_d, fir 0<d£180° im Gradmaund (24)
2Rp  360° 180°

AB= R9 = Rarcd im Bogenmal3.
r

Da es bei mathematischen Grundbegriffen und Sétzen auf der Kugel in vielen Fallen
nicht auf die Grof3e der Kugel ankommt, wird in der Literatur oft die Einheitskugel zur
Betrachtung verwendet und der sphérische Abstand daher nur durch den entsprechenden
Mittelpunktswinkel angegeben.

Der Abstand zweier diametraler Punkte A und A” ist gleich Rp, der halbe Umfang des
Grofkreises durch die beiden Punkte. Die Lage der kirzesten Verbindung ist nicht
eindeutig bestimmt, denn die Punkte M, A und A" bestimmen nur eine Gerade und jede
Ebene, in der diese Gerade liegt, bestimmt einen Grol3kreis auf der Sphére.
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2.2.2. GEODATISCHE LINIEN

Satz 2.2.2.: Der kirzeste Weg zwischen zwei Punkten auf der Sphéare ist ein
Grof3kreisbogen.

Beweis. (vergleiche[15], Seite 47)
Sei s: [a,b]® Seine parametrisierte Kurvein Smit s (a) = A und s (b) = B.
In sphérischen Koordinaten lauten die Komponenten der Darstellung der Kurve:
x (t) =R cosu (t) cosv (t)
y (t) =R sinu(t) cos v(t)
z(t) =Rsinv (i)
Bildet man die Ableitungen nach t, ergibt sich:
X'(t) = R (-sin u(t) cos v(t) u’(t) — cos u(t) sin v(t) v'(t))
y'(t) = R (cos u(t) cosv(t) u'(t) — sin u(t) sin v(t) v'(t))
Z'(t) = R (cos v(t) V' (1))

Setzt man diese Ableitungen in die Berechnung der Lange einer allgemeinen Kurve ein,

I(s) = /X (1) +y (t)? +Z(t)?dt, erhaltman

sin u(t) cos” v(t)u (t)* + cos” u(t) cos” v(t)u (t)? + 2sinu(t) cosv(t) cosu(t) sinv(t)u (t)V (t)
I(s) = (R |- 2cosu(t) cosv(t)sinu(t) sinv(t)u' ()V (t) +cos’ u(t)sin® v(t)V (t)* + sin® u(t) sin® v(t)V (t)®
" |+ co v ()2t

I(s) = GRYV ()% +cog v(t)ui (t)2dlt

a
b

: Rv(b)dt
= R(v(b) - v(a))
= R(BBCA) = Langeder Kugelstrecke AB

Die Lange der Kugelstrecke ist eindeutig bis auf u’(t) = 0 oder cos’ v(t) = O fir alet,
d.h., falls s niemals den Grof3kreisbogen AB verl&sst.
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2.2.3. SPHARISCHES ZWEIECK
Die durch Satz 2.2. festgelegte Figur nennt man das Sphérische Zweieck, das also durch

zwei Kugelgeraden gebildet wird. Es ist charakteristisch fir die Kugelgeometrie, da in
der Ebene zwei Geraden keine geschlossene Figur bilden konnen.

Schneiden sich zwei Ebenen, die durch die Punkte A und A" ( nicht diametral ) gehen
und senkrecht auf die Ebene ( A, A", M ) stehen, in den Gegenpunkten M; und Mo,
entstehen Kugelgeraden, die auf der Sphére einen Kugelstreifen begrenzen, das

sogenannte sphéarische Zweieck mit den Eckpunkten M; und M.. Die Kugel wird durch

die zwel entstehenden Kugelgeraden in vier Teile zerteilt.

Da der Radius der Kugel festgelegt ist, wird das Kugelzweieck, abgesehen von seiner
Lage, allein durch den Wert des Winkels a zwischen den Ebenen Gy und G, bestimmt.
Die Lange der Seiten des Kugelzweiecks betragt Rp.

Es liegt die Frage nach dem Winkel zwischen den beiden Kugelgeraden K und Kg
nahe, die uns auf den allgemeinen Winkelbegriff zwischen zwei Grofkreisbogen fuihrt.

Unter einem sphérischen Winkel wird ein Teil der Sphére

verstanden werden, der durch zwei von einem Punkt M;
ausgehende Kugelstrecken begrenzt wird. Der Winkel
wird euklidisch gemessen, wobei man entweder den
- Neigungswinkel a zwischen den beiden die
Strecke beinhaltenden Ebenen G5 und G, mif3t

oder
- den Winkel der Tangenten an die entsprechenden
Grof¥kreise Ka und Kg im Punkt M.
Bei 0° und 180° fallen die beiden GroRkreise in einen Abb. 17

zusammen. Der Winkel a ist somit auf die Werte 0° < a < 180° beschrénkt. Man sieht:
Die Grolkreise Ka und Kg bilden in den Schnittpunkten M4 und M, vier Winkel. Die
Winkel, die sich jewells gegentiberliegen, sind gleich grol3 und werden Scheitelwinkel
genannt. Zwel nebeneinander liegende Winkel bezeichnet man als Nebenwinkel. Sie

erganzen sich zu 180°.
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Der Flacheninhalt des spharischen Zweiecks

Betrachtet man den Flacheninhalt F, des spharischen Zweiecks mit dem Winkel a, so
entspricht F» bei a = 180° der Flache der Halbkugel, also Figo: = 2R?p. Daraus ergibt
sich die Beziehung F.: 2R%p = a: 180°. Fir den Flacheninhalt F. eines spharischen

Zweiecks mit dem Winkel a gilt somit

2
E =g ® (25)
90°

2.2.4. SPHARISCHES DREIECK

Definition: Teile der Sphére, die durch drel Geodéatische begrenzt werden, bezeichnet

man als sphérische Dreiecke.

Legt man drei den Mittelpunkt M enthaltende, nicht zusammenfallende Ebenen durch
die Sphére, schneiden sie die Oberflache in drei Grof3kreisen. Die Grol3kreise schneiden
sich in den Punktepaaren AA", BB” und CC’. Dabei wird die Kugeloberflache in acht
sphérische Drelecke zerteilt. Je zwel sind kugelsymmetrisch, d.h. liegen
zentralsymmetrisch zum Mittelpunkt M. Zeichnen wir fir die weiteren Ausfiihrungen

ein Dreieck aus und betrachten 6ABC als Grunddreieck.

Abb. 18
Ein sphérisches Dreieck weist sechs Winkel auf. Die sphérischen Entfernungen der

Punkte A, B und C werden durch Mittelpunktswinkel a b und c festgelegt. Man nennt a,

b, und c die Seiten des sphérischen Dreiecks.

Die in den Eckpunkten von den Grof3kreisen erzeugten Innenwinkel a, b und g nennt

man die Winkel des sphérischen Dreiecks.
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Das Dreieck A'B"C’, das zu dem Grunddreieck ABC zentralsymmetrisch liegt, ist mit
ihm in allen sechs Bestimmungsstiicken Ubereinstimmend. Daraus kann man folgern,
dass auch der Flacheninhalt gleich ist. Man bezeichnet das Dreieck A'B'C" als
Scheiteldreieck des Dreiecks ABC.

Die Dreiecke A'BC, AB'C, ABC’ heil’en Nebendreiecke von ABC, die Ubrigen
Dreiecke sind die Scheiteldreiecke der Nebendreiecke und zugleich Nebendreiecke von
A'B'C.

Die Grolkreisbogen AB, AC und BC sind als geodétische Linien die kirzeren
Abschnitte der Grof3kreise, somit kleiner als 180°.

Eine besondere Klasse der sphérischen Dreiecke sind die sogenannten Eulerschen
Dreiecke:

Definition: Ein sphérisches Dreieck, dessen Seiten und Winkel kleiner as 180° sind,
nennt man Eulersches Dreieck. Die Seiten- und Winkelsumme in einem Eulerschen

Dreieck werden spater erlautert.

DER FLACHENINHALT EINES SPHARISCHEN DREIECKS
Wie erwédhnt liegen auf der Sphére je zwel Dreiecke zentralsymmetrisch zueinander und
weisen den gleichen Flacheninhalt auf.
OABC und 6A'B'C’ OA’'BC und 6AB'C’
6A’B'C und 6ABC’ 6ABC und 6A"'BC’
Die Dreiecke 6ABC, 6A'BC, 6A'B'C und 6AB’C ergeben zusammen die halbe
Kugelflache:
F sasc + Foasc + Foasct Foapc=2p R (26)

Weiters ist ersichtlich, dass jeweils die zwei Dreiecke 6A"BC und 6ABC, 6A'B'C
und 6A'B"C” sowie 6AB’C und 6ABC ein Kugelzweieck bilden, das den Winkel a, g
und b einschliefd. Fur den Flacheninhalt des Kugelzweiecks mit dem Winkel j gilt nach
(25) F, =] RP

90°
Somit gilt Foansc+ Fonsc=a xz—;f
Rp

Foarc+Foasc =b x_90°
RZ
Foasct+Foasc= 0 Al

90°
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Setzt man nun diese Werte unter Berticksichtigung, dass Fsasc = Fsas'c gilt, in (1 26)

ein, so erhdlt man:

F BB E ppctb P E RP E pac=2p R
< +a -F -« + - F - + -F -« =
6ABC 90° 6ABC 90° 6asc T 0 90° 6ABC p

RZ
F oaBc + 902 (a+b+g)—3F()ABC: 2p R2
=>FsnBc = R (a+b+9)'pR2:—R2p (@+b+g-180°) =

T 180 180°
=R2pﬂ wobei = (a+b+g-180°) (27)
180°

Man bezeichnet { als den spharischen Exzel3 des Dreiecks (siehe Kapitel 1.20). Er ist
der Uberschuss der Winkelsumme des spharischen Dreiecks tiber die Winkelsumme des

ebenen Dreiecks. Der sphérische Exzess E ist also proportional zur Fléche von 6ABC.

2.2.5. POLARDREIECK

Definition: Die spharischen Mittelpunkte M3 und M eines Grol3kreises K nennt man
Pole. K selbst heifdt Polare von M; und My. Die Polare ist der geometrische Orte aller

Punkte, die von den Polen die sphérische Entfernung 90° haben.

Einen Pol, der beim Durchlaufen eines sphérischen Dreiecks ABC jeweils auf der
linken Kugelhédlfte der Kugelstrecke liegt, nennt man Linkspol, den jeweils auf der
rechten Seite liegenden Pol Rechtspol.

Abb. 19
Sei 6ABC ein sphérisches Dreieck. Jeder Grofkreis AB, AC und BC hat einen

Linkspol. Die Linkspole bezeichnen wir mit P,, P, und P.. Verbindet man nun die Pole
mit geodétischen Linien, so erhdlt man ein neues sphérisches Dreieck. Man nennt
6P.P,P. das Polardreieck von 6ABC. Seine Winkel werden mit a°, b" und g” und seine
Seiten mit &, b" und ¢ bezeichnet.
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Zwischen den Bestimmungsgrof3en des Grunddreiecks ABC und dessen Polardreieck
P.P,P. bestehen wichtige Zusammenhange, die sich folgendermal3en anschaulich
erkléren lassen:
Betrachtet man einen Punkt Q, der das Grunddreieck ABC durchlauft, so dreht er sich
in den Eckpunkten des Dreiecks jeweils um die AuRenwinkel 180°- a, 180°- b und
180°- g Lauft Q von A nach B, die Seite ¢ entlang, so wandert der Pol P, des
Grof3kreises AB auf einem Grol3kreis nach Pol P, Der Grofkreisabstand P P, ist die
Seite b’ des Polardreiecks.
Somit gilt: b =180°- b (28)
Analog gilt fir die Seiten aund c:

a=180°-a, c =180°-¢g
DaA, B, C Linkspole der Seitena’, b, und ¢ sind, gilt umgekehrt: (29)

a=180°-a ,b=180°-b",c=180°-¢g
oder

a'=180°-4a b =180°b,g =180°-c

Damit erhalten wir folgenden Satz:

Satz 2.2.5.. Die Seiten eines Polardreiecks sind gleich den Supplementen der
Winkel des Grunddreiecks. Die Winkel des Polardreiecks sind gleich den
Supplementen der Seiten des Grunddreiecks.

Daersichtlich gilt:

st 6P,P,P. das Polardreieck von 6ABC, so ist umgekehrt 6ABC das Polardreieck
von 6P,P,P., so folgt auch die Umkehrung der Aussage von Satz 2.2.5.

DIE POLARITAT AUF DER KUGEL

Die Zuordnung zwischen Kugeldreieck und Polardreieck, bei der eine Seite des
Ausgangsdreiecks einer Ecke des Polardreiecks entspricht und umgekehrt, ist eine
charakteristische Eigenschaft der Kugel. Man nennt diese Eigenschaft die Polaritéat auf
der Kugel.

Die Polaritét auf der Kugel ermdglicht es, fur ein sphérisches Dreieck gultige Aussagen
auf das Polardreieck zu Ubertragen und umgekehrt. Dadurch erhélt man eine Probe fir
eine bekannte Formel oder einen einfachen Beweis fiur eine neue Formel.
Das Polardreieck eines Eulerschen Dreiecks ist aufgrund der Beziehungen ( 28 ) und

(29 ) wieder ein Eulersches Dreieck.

45



SPHARISCHE GEOMETRIE UND KARTOGRAPHIE

Einige wichtige Sdtze im Zusammenhang mit der Polaritét der Kugel:
Satz 2.2.5.a: I A Punkt der Sphare und nicht Gegenpunkt vom Punkt B der
Sphére, so gelten folgende zueinander aquivalente Aussagen:
(1) Pist Pol zum Grof3kreis AB.
(2) |PA| =|PB| = 90°
(3) Zwei beliebige verschiedene GrolRkreise PU und PV stehen senkrecht auf
dem Grof3kreis AB.
Beweis: (vergleiche [6], Seite 12 ff)

(1) b (2): Da P Pol vom Grof3kreis AB ist, steht nach Definition des Pols die
Gerade PM, mit M Mittelpunkt der Kugel, senkrecht auf die Ebene des Grol3kreises AB
und somit auch senkrecht auf AM. Daraus folgt, dass Abstand |PA| = 90°. Genauso gilt
|PB| =90°.

(2) b (3): Laut Voraussetzung verlaufen die Geraden AM und BM in einer
Ebene senkrecht zur Geraden PM. Da B nicht der Gegenpunkt A” von A, liegt der
Grof3kreis AB ebenfalls in dieser Ebene, und somit hat jeder Punkt dieses Grof3kreises
von P den sphérischen Abstand 90°. Legt man eine Tangente an den Grol3kreis AB, so
steht sie (windschief) senkrecht zur Geraden PM. Schneiden sich die Grof%kreise PU
und PB im Schnittpunkt U”, so steht in diesem Punkt die Tangente AB senkrecht zur
Geraden PM. Eine Tangente an den Grof3kreis PU in U” verlauft hingegen paralel zur
Geraden PM, da |I5fJ|= 90°. Im Punkt U stehen die Tangenten somit senkrecht

aufeinander. Daraus folgt, dass der Grof%kreis PU senkrecht auf dem Grol3kreis AB
steht. Der Grof3kreis PV steht dementsprechend senkrecht auf den Grof3kreis AB.

(3) b (1): DaU nicht diametraler Punkt von V ist, schneiden sich die Ebenen, in
denen die GroRkreise PU bzw. PV liegen, in einer Geraden. Da laut Voraussetzung die
Grofkreise PU und PV senkrecht auf den Grof3kreis AB stehen, steht die Gerade
senkrecht auf die Ebene des Grof3kreises AB. M und P, der Punkt, den beide Grol3kreise
enthalten, liegen auf dieser Geraden. Somit ist P Pol vom Grol%kreis AB. a
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Daraus folgt unmittelbar:

Satz 2.2.5.b: Zwel Grof3kreise, von denen einer durch einen Pol des anderen geht,
stehen senkrecht aufeinander. Umgekehrt: Stehen zwei Grol3kreise senkrecht
aufeinander, so geht jeder durch die Pole desanderen.

Satz 2.2.5.c: Liegen A und B auf der Polare von P, so gilt fuir den Abstand
|AB| = ®APB.

Beweis. Das Zweieck APBP” wird bestimmt durch den Winkel ®APB. Nach Definition
des sphéarischen Winkelmal3es entspricht ®APB dem Neigungswinkel a zwischen den
die Grof3kreisbdgen AP und BP beinhaltenden Ebenen E; und E; Diese beiden Ebenen
schlief3en offensichtlich in der Normalebene auf diese Ebenen durch den Mittelpunkt M
den Winkel a ein, den Mittelpunktswinkel ®AMB. Der Mittelpunktswinkel ®AMB, und
somit ®APB, entspricht laut Definition dem sphérischen Abstand AB. )

Satz 2.2.5.d: Der sphérische Abstand zweier Punkte und der Winkel ihrer Polaren
erganzen sich zu 180°.

Beweis: Sel P der Pol des Grof3kreises AB. Man bestimmt zwei weitere Punkte Sund T
auf dem Grofkreis AB, indem man von A nach B hinim Abstand 90° S festlegt, von B
nach A hin ebenfalls im Abstand 90° T. Nach Satz 2.2.5. a (2)

gilt |,&\P| = |I§P| = 90°. Nach der Festlegung von S und T gilt
IAS = |BT|= 90°. Daraus folgt wegen Satz 2.2.5.a, dass der
Grolkreis PS die Polare von A und der Grolkreis PT die

Polare von B hildet. Der Winkel ® SPT bezeichnet den Winkel

der Polaren von A und B. Nach Satz 2.2.5.c gilt ® SPT =|ST].

Da der Abstand von A und B nicht festgelegt ist, missen wir
drei Fale betrachten:

1|AB| = 90°: In diesem Fall gilt A = T und B = S P|AB| +® APB = 90° + 90°= 180°.

Abb. 20

2|AB| < 90° : |§T| = |SA| + |AT| = [SA| + [BT| - |AB|=90° + 90° - |AB|= 180° - |AB]
3. |AB| >90°: [ST| =[SA| - [AT| =

SA| - |AB| + |BT|=90° - |AB| +90° = 180° - |AB]
Im ergen Fall ist der Satz offensichtlich richtig. Fir den 2. und 3. Fall ergibt sich
® SPT +|AB| = 180° ,
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Mithilfe der Polaritét der Kugel koénnen wir nun die Winkel- und Seitensummen eines
Eulerschen Dreiecks eingrenzen. In einem Eulerschen Dreieck liegt

(1) die Seitensumme zwischen 0° und 360°

(2) die Winkelsumme zwischen 180° und 540°
Beweis:
(1) Offensichtlich gilt: Falls das sphérische Dreieck die maximale Ausdehnung der
Halbkugel erreicht, dann gilt a + b + ¢ = 360° fals es ,in enem Punkt
zusammenschrumpft* gilt a+ b+ c = 0°.
Der Bewels lautet: Betrachtet man das Grunddreieck ABC und sein Scheiteldreieck
A'B’C’. Die Seite a ist eine Geodétische, also die kiirzeste Verbindung zwischen den
Punkten B und C. Somit gilt |C/:_A| + |Af\_\B| >a Da|6R’| = 180°- b und |A/\\B| = 180°-c,
wir erhalten 180° - b + 180° - c > a.
Durch Umformung ergibt sich: a+ b + ¢ < 360°. ,
(2) Aus der Berechnung des Flacheninhalts war schon ersichtlich, dass die
Winkelsumme in einem Eulerschen Dreieck immer grof3er oder gleich 180° ist.
Beweis: Setzt man in (1) in die Gleichung die polaren Werte a= 180°- a’, b = 180°- b’
und c=18-g’, so erhdlt man
0<180°- a'+ 180°-b" + 180° - ¢° < 360°
0<-(a'+ b +g ) +540<360° /- 540
-540<-(a+ b +g )<-180°/ (-1)
180°<a’+b +g <540° .

2.2.6. KRUMMUNG DER SPHARE

Die Gausssche Krimmung einer Einheitssphére ist K = 1. Was gilt jedoch fir eine
allgemeine Kugel mit dem Radius R?

Die erste Fundamentalform der Kugeloberflache der Kugel mit dem Radius R lautete
Edu’+2Fdudv+Gdv? = RPcosvdu® + R’dv?, die zweite Fundamentalform
Ldu?+2Mdudv+Ndv? = -Rcos’vdu? — Rav.

Fur eine nicht nattrlich parametrisierte Kurve gilt nach ( 21)

K = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?
" Edu® + 2Fdudv + Gadv?
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Damit ist die Normalkrimmung der Kugel mit Radius R in allen Punkten

- Rcos? vdu? - Rdv? 1

kn i 2 2 2+2 5
R° cos” vdu® + R dv R

Fur die Gausssche Krimmung K gilt

Ko IN-M? - Reos’vX- R) _ 1

" EG- F?  R2’co?V’R?  R?
K ist also fur alle Richtungen in allen Punkten gleich. Alle Punkte der Sphére sind somit
Nabel punkte.

Die geodétische Krimmung des Breitenkreises j ist in allen Punkten nach ( 17)
kg =(n"(9)" 1(9),&(9)),

n"(9) " () 4é(s)| cos(90°-j )

kg ist genau dann O, wenn j = 0°. Dies trifft bei Meridianen zu. Durch Drehung des
Koordinatensystems folgt die Aussage fir beliebige Grof3kreise, und wir erhalten das
schon bekannte Resultat: Auf der Sphére sind alle Grol3kreise Geodétische.

2.3. DIE WICHTIGSTEN SATZE ZUR BERECHNUNG VON SPHARISCHEN
DREIECKEN

2.3.1. DIE GRUNDFORMELN DER SPHARISCHEN TRIGONOMETRIE
Fur die Bestimmung eines sphéarischen Dreiecks ergeben sich sechs Grundaufgaben,
wobel stets folgende drei Grolien bekannt sind:

1. diedrel Seitena, b, ¢

2.diedrei Winkel a, b, g

3. zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel, z.B. a, b, g

4. eine Seite und die anliegenden Winkel, z.B. ¢, a, b

5. zwel Seiten und ein Gegenwinkel, z.B. a, b, a

6. zwel Winkel und eine Gegenseite, z.B. a, b a
Aufgrund der Polaritdt im sphérischen Dreieck reduzieren sich die sechs
Grundaufgaben auf drel, da in der zweiten, vierten und sechsten Aufgabe die dem im
Polardreieck entsprechenden Stiicke des Ausgangsdreiecks gegeben sind.
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Sei 6ABC ein beliebiges sphérisches Dreieck, dessen Zusammenhange der Winkeln
und Seiten wir berechnen mochten. Wir betrachten die Sphare mit dem Mittelpunkt M
und dem Radius R = 1 im Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, das
folgendermalien festgelegt wird:

Die y-z Ebene verlauft in der Ebene des
Grof¥kreises AB und beinhaltet M, die z-Achse
geht durch A. Der Punkt C wird bestimmt durch
die Koordinaten x, y und z.

Da offensichtlich MD = sin b ist, gelten folgende
Beziehungen:

ausOMDF x=sinbsina’

ausOMED y=sinbcosa’ (30)
aus6MDC z=cosb Abb. 21

Betrachtet man ein zweites Koordinatensystem, x’, y'und z', das ebenfalls seinen
Ursprung in M und dieselbe Koordinatenachse y hat, jedoch eine um den Winkel ¢
gegen die x-y- Ebene geneigte x"-y"-Ebene, so weist C folgende Koordinaten auf:

Xx'= sinasinb (31)

y'= sinacosb

Z'= cosa
Zwischen den Koordinaten der beiden Systeme bestehen, wie Abbildung 21
verdeutlicht, offenbar folgende Beziehungen:

X =X

y=y cosc-zsinc

z= Z cosc+y sinc

Abb. 22
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Setzt man die Koordinaten geméal3 den Gleichungen ( 30 ) und ( 31 ) ein und beachtet
man, dass fir die Winkel a und b des Dreiecks ABC a = 180° - a’, b = b’ gilt, erhélt
man

snasnfR=sinbsina

-sinbcosa =sinacosf3cosc—cosasinc

cosb=cosacosc—sinasinccosb c
Diese Formelgruppe liefert unmittelbar drel Sétze des sphérischen Dreiecks:
DieGleichung sinasinb = sinb sin a lasst sich folgendermal3en schreiben:

snb dgnb

Eine zyklische Vertauschung der Winkel und Seiten ( a™b™c™a bzw.

a™ pb™ gT™3a ) liefert den sogenannten

Sinussatz: In einem sphérischen Dreieck gilt

sna:snb=sna:snb

snb:snc=gnb:dng

snc:sna=s8ng:sna
Die Sinusse zweier Seiten verhalten sich zueinander wie die Sinusse der
entsprechenden Winkel.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der Sinussatz im allgemeinen keine
eindeutigen Losungen gibt. Sind von einem sphérischen Dreieck zwei Seiten und der
einer Seite gegenuberliegende Winkel bekannt, beispielsweise a, b, und a, so berechnet
man den Winkel b mithilfe des Sinussatzes folgendermalien:
snb =sinb xsi_n_a
sna
Falls b # 90° liefert die Gleichung aufgrund der Sinuseigenschaft sin b = sin (180°- b),
einen spitzen und einen stumpfen Winkel. Welcher nun in dem bestimmten Dreieck

vorliegt, muss weiter untersucht werden.
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Betrachten wir nun die dritte Gleichung cos b = cos acos ¢ + sin a sin ¢ cos b und
fUhren wieder eine zyklische Vertauschung durch, so erhalten wir die drei Gleichungen
des

Seiten-K osinussatz: In einem sphérischen Dreieck gilt
cosa=cosbcosc+snbsinccosa
cosb =cosacosc+snasinccosb
cosc=cosacosb +sinasinb cosg
Der Kosinus einer Seite ist gleich dem Produkt der Kosinusse der beiden anderen
Seiten addiert mit dem Produkt der Sinusse der beiden anderen Seiten und dem
Kosinus desvon diesen Seiten eingeschlossenen Winkels.

Die Gleichung -sin b cos a = sin a cos I3 cos ¢ — cos a sin ¢ wird folgendermal3en
umgeformt
sinbcosa = cosasnc—sinacosf3cosc
Anders als bei den vorhergehenden zwei Gleichungen stehen hier auf der linken Seite
zwel GrofRen. Da keine Seiten oder Winkel des sphérischen Dreiecks besonders
ausgezeichnet sind, kann man den Term sin b cos a entsprechend umformen :
sinbcosg=coscsina—sinccosb cosa
Durch zyklische Vertauschung erhalten wir aus den beiden Gleichungen schliefdlich

eine Formelgruppe, die sechs Gleichungen umfasst und folgenden Satz bildet:

Sinus— Kosinussatz: In einem spharischen Dreieck gilt:
sinacosb =cosb sinc—-sin b cosc cosa
sinb cosg =coscsina-sinccosacosb

sinccosa =cosasinb-sinacosb cosg

sinacosg=coscsinb-sinccosb cosa
sinb cosa =cosasinc—sinacosccosb

sinccosb =cosb sina-sin b cosacosg

Jede der Gleichungen enthélt alle Seiten und zwei Winkel, somit funf Stiicke, wodurch

eine leichte Merkregel nicht gefunden werden kann.
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Wie beim Polardreieck angemerkt, kénnen Sitze in polarer Ubertragung bestétigt
werden oder zu neuen Formeln fuhren. Fuhren wir dies fur den von uns als ersten
herbeigefiihrten Satz durch, indem wir die Seiten a, b, ¢ und Winkel a, b und g durch
die Seiten a, b’, ¢ und die Winkel a’, b, g des Polardreiecks ersetzen:
sna:sinb=sna:snb
sin(180° - &) : sin(180° - b') = sin (180° - a") : sin (180° - b")
sina :sinb =sina :sinb’
Wir erhalten den Sinussatz flr das Polardreieck, somit ist der Sinussatz zu sich selbst

polar.

Bei den nachsten Sétzen wenden wir eine andere Vorgangsweise an. Wir formulieren
den Satz in unmittelbarer Anwendung auf die Grél3en des Polardreiecks zunachst fur
das Polardreieck und erhalten durch Ersetzen die Formeln in den Winkeln und Seiten

des urspriinglichen Dreiecks ausgedriickt.

Die erste Gleichung des Seiten-K osinussatzes, angewendet auf des Polardreieck, ergibt:
cosa =cosh cosc +sinb sinc cosa’
Durch polare Ubertragung erhalt man:
cos (180°-a) = cos (180°-b) cos (180°-¢) + sin (180°-b) sin (180°- g) cos ( 180°-a)
-cosa = cosb cosg -sinb singcosa

cosa =-cosb cosg+snbsingcosa

Betrachtet man die Gleichung ndher, erkennt man, dass sie dieselbe Form wie die
urspriingliche Gleichung des Seiten-K osinussatzes aufweist, jedoch sind die Winkel mit
den entsprechenden Seiten vertauscht. Man fasst daher das Formeltripel, das durch
zyklische Vertauschung entstent, unter der Bezeichnung Winkel-Kosinussatz

Zusammen:

Winkel-K osinussatz: In jedem spharischen Dreieck gilt:
cosa =-cosb cosg+sinbsingcosa
cosb =-cosa cosg+snasingcosh

cosg=-cosa cosb +snasinbcosc
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Betrachten wir die erste Gleichung des Sinus-Kosinussatzes. Sie liefert durch polare
Ubertragung
sina cosbh’ =cosb sinc —sinb cosc cosa’
sin (180°-a) cos (180°-b) = cos (180°- b) sin (180°- g) - sin (180°- b) cos (180°- g
cos (180°- a)

sina cosb=cosl3sng+sinf3cosgcosa
Durch zyklische Vertauschung erhalten wir das Formeltripel:

sina cosb=cosbsing+snb cosgcosa

sinb cosc=cosgsina +singcosa cosb

singcosa=cosa sinb +sna cosb cosc
Fuhrt man dieselbe polare Umformung bei der vierten Gleichung des Sinussatzes durch
und wendet die zyklische Vertauschung an, erhdlt man ein weiteres Formeltripel:

sina cosc=cosgsinb —singcosb cosa

sinb cosa=cosa sing—sina cosgcosb

singcosb=cosb sina —sinb cosa cosc

Die erhaltenen sechs Gleichungen bilden den sogenannten

Polaren Sinus-Kosinussatz: In jedem spharischen Dreieck gilt
sina cosb =cosb sing+ sn b cosgcosa
sinb cosc=cosgsina + sngcosa cosb

singcosa=cosa sinb +sna cosb cosc

sinha cosc=cosgsinb-singcosb cosa
sinb cosa=cosa sing-sina cosgcosb

singcosb =cosbsna-sinb cosa cosc

Jede Beziehung enthdlt alle Winkel und zwel Seiten des sphérischen Dreieck.

Mithilfe des Sinussatzes kann man noch einen sechsten Formelsatz fur die Berechnung
sphérischer Dreiecke ableiten.

Ersetzt man in der ersten Gleichung des Sinus-Kosinussatzes, sinacosb = cosbsinc—
sin b cos c cos a, sin a gemal’ der Sinusformel durch sin a=sin b sin a/sin b, erhalt

mansinbsina cotb =cosbsinc—sinbcosccosa.
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Dividiert man die Gleichung nun durch sin b ergibt sich
sina cot b =cot bsinc—cosc cosa.
Auf gleichem Weg ergeben sich aus dem Sinussatz weiter finf Gleichungen, die im

Kotangenssatz zusammengefasst werden:

Kotangenssatz: In jedem sphérischen Dreieck gilt:
sina cotb =cot b sinc-cosccosa
sina cot g=cot csin b - cosb cosa

sinb cot g=cot csin a— cosccosb

sinb cota =cotasinc—cosccosb
singcota =cotasinb-cosb cosg

singcot b =cot b sina-cosacosg

Eine ,Merkregel“ oder Ausformulierung des Satzes in Worten stammt von GAUSS.
Schreibt man die erste Gleichung mit dem Produkt der beiden Kosinusse an

cosccosa = cotbsnc—sna cotb

erkennt man: ,Das Kosinusprodukt der Innenstiicke ist gleich dem Produkt aus dem
Sinus der Innenseite und dem Kotangens der Aul3enseite, vermindert um das Produkt
aus dem Sinus des Innenwinkels und dem Kotangens des AulRenwinkels.” ([27], Seite
247)

Durch polare Umformung erhélt man wieder den Kotangenssatz. Er ist somit zu sich

selbst polar.

AUFLOSUNG DES SPHARISCHEN DREIECKS

Mithilfe der gewonnenen Satze kénnen wir nun die sechs Anfangsaufgaben |6sen:

GEGEBENE GROSSEN LOSUNG MIT

1. ab,c Seiten-Kosinussatz (danach Sinussatz)

2. a, b g Winkel-Kosinussatz (danach Sinussatz)

3. abg Seitenkosinussatz (K otangenssatz) (danach Sinussatz)

4, c,a,b Winkel- Kosinussatz (Kotangenssatz) (danach Sinussatz)
5. a b, a Sinussatz (Seiten- Kosinussatz)

6. a,ba Sinussatz (Seiten-Kosinussatz)
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Der Seiten-Kosinussatz wird auch Fundamentalsatz der Kugelgeometrie genannt, da

man durch seine Anwendung, betrachtet man den Winkel-Kosinussatz als polare
Ubertragung des Seiten-K osinussatzes, alle Berechnungen durchfiihren kann.

2.4. DAS RECHTWINKELIGE SPHARISCHE DREIECK

2.4.1. SPHARISCHER SATZ DES PYTHAGORAS
Ein wichtiger Satz, der bei der Herleitung der Neperschen Regeln in den folgenden

Seiten zur Anwendung kommen wird, ist:

Sphérische Satz von Pythagoras. Fir ein spharisches Dreieck mit dem rechten

Winkel g bei C gilt: cosc=cosa cosb.

Beweis: Aus dem Seiten- Kosinussatz cosc = cosacosb +snasinb cosg

erhdlt man unmittelbar unter Beachtung von g=

N a

cosc=cosacosh R

2.4.2. DIE NEPERSCHEN REGELN

Die Neperschen Regeln sind Formeln fur die Berechnung eines rechtwinkeligen

sphérischen Dreiecks, d.h. eines Dreiecks mit mindestes einem 90°-Winkel, die man
aber fur die Berechnung eines rechtseitigen sphérischen Dreiecks, also eines Dreiecks,
das mindestens eine 90°-Seite aufweist, abwandeln kann. Sie kdnnen, indem man das
rechtwinklige Dreieck als Spezialfall eines allgemeinen spharischen Dreiecks auffasst,
direkt aus den uns schon bekannten Sétzen abgeleitet werden. Eine andere Herleitung
ergibt sich mithilfe der Figur des Pentagramma mirificum, wie es der Mathematiker
John NAPIER oder NEPER (1550 — 1617), nach dem sie benannt sind, urspriinglich
getan hat. Dieser Weg wird hier beschritten.

Das Pentagramma mirificum, Ubersetzt das ,,wunderbare Finfeck”, ist ein spharisches
Funfeck, das folgendermalen gebildet wird:

Betrachten wir das rechtwinkeliges Kugeldreieck P1Q;P., mit dem rechten Winkel bei
Q:. Die drei Grofkreise, auf denen die Seiten des Kugeldreiecks liegen, P,Q1, P.Q; und
P1P, bilden gemeinsam mit den beiden Polaren P; und P, zwel sphérische Funfecke

P1PPsP4Ps und P1P,PsPsPs (mit Ausnahme des Falls, dass P1Q:P. ein gleichseitig-
rechtwinkeliges Dreieck ist).
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Die so gebildeten Fiinfecke weisen folgende Eigenschaften auf:
Jede Seite des FlUnfecks bildet eine Hypotenuse fur ein dartberliegendes
rechtwinkeliges sphérisches Dreieck. Wir bezeichnen mit Q,...,Qs bzw. Q,...,Qs
die Ecken der sphérischen Dreiecke tiber den Seiten des Flinfecks.

Abb. 23
Jeder Eckpunkt ist Pol zu dem Grol3kreis, der die gegeniiberliegende Seite dieses
Funfeck enthalt.
Beweis fur das Finfeck P;P,PsPsPs: Der Grof3kreis PsP, ist Polare zu P;, somit bildet

P1 den Pol der Seite PsP,. Dasselbe gilt fur den Grof3kreis P4Ps der nach V orraussetzung
Polare zu P, ist. Nach Satz 2.2.5.b entstehen sich bel Q. und Q4 bzw. bel Qs und Qs
rechte Winkel. Dadurch ist laut Satz 2.2.5.a P5; Pol zum Grof3kreis P1P; und P4 Pol zum
Grol3kreis P1P, und Ps Pol zum Grol3kreis P.Ps. ,

Ein sphérisches Funfeck mit dieser Eigenschaft bezeichnet man as Pentagramma

mirificum.

Weiterswird jeder Grof3kreis durch acht Schnittpunkte mit anderen Grof3kreisen
in acht Teile zerteilt. Diese Teile haben die Eigenschaft, dass je zwel
aufeinanderfolgende zusammen eine Lange von 90° aufweisen, wahrend die vier
nicht aneinandergrenzenden Teile eines Grol3kreises gleich lang sind.
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Aufgrund dieser Eigenschaften kann man alle Stiicke auf den Grolkreisen P1Q;, Q1P
und P;P, bestimmen. Aul3erdem grenzen zwel Grof3kreise, die durch einen Pol gehen,
auf der dazugehtrenden Polaren einen Bogen ab. Die Lénge dieses Bogens entspricht
der Grofe des Winkels, den die beiden Grolkreise am Pol Uber diessm Bogen
einschlief3en. Somit erhdlt man auch alle anderen Bogenlangen und Winkelgrofden der
Sphére aus den Grofen des Dreiecks P1Q1P».

Abb. 24
Betrachten wir nun die funf rechtwinkeligen Dreiecke Uber den Fiinfeckseiten néher. In

jedem Dreieck treten die funf Grofden & b, a, ¢, b bzw. deren Komplemente aus dem
Ausgangsdreieck P;Q;P, in der gleichen Reihenfolge auf. Jede Grol3e bezeichnet genau
einmal die rechte Kathete, die linke Kathete, den linken Basiswinkels, die Hypotenuse
und den rechten Basiswinkels.

Die Anwendung des sphérischen Satz des Pythagoras auf diese Dreiecke liefert
folgende Beziehungen:

1 6 P,Q:P> cosc=cosacosb

2 6 P,QoP; cos (90° - b) = cos (90°-c) cos (90° - b) =sincsinb

3 6 P3Q3P, cos b = cosb cos (90°-b) = cosbsina =sin(90°-b) sina
4 6 P4Q4Ps cosa = cos (90°-b) cosa=sinb cosa=sinb sin (90°-a)
5 0 PsQsP; cos (90°-a) = cos (90° - a) cos(90°-c) =sina sinc
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Druckt man nun in der dritten und vierten Gleichung cos b und cos a aus
cosb=cosb/sina
cosa=cosa/sinb
und setzt diese Ausdriicke in die erste Gleichung ein, ergibt sich
cosc=cot a cot b.
Diese Gleichung kdnnen wir nun auf die funf rechtwinkligen Dreiecke tber den Seiten
des Pentagramma mirificum anwenden, womit sich fiinf Gleichungen ergeben:
6 cosc=cota cotb
7 cos (90°-b) = cot (90°-a) cot a =tanacot a
8 cos b = cot c cot (90°-a) = cot ctana
9 cos a = cot (90°-b) cot c=tanb cot c
10 cos (90°-a) = cot b cot (90°-b) =cot b tanb

Ein Vergleich dieser insgesamt zehn Gleichungen fir rechtwinkelige sphérische
Dreiecke zeigt, dass auf der rechten Seite alle mdglichen Paare von den funf Stiicken b,
a, c b, aeinmal in einer Gleichung auftreten. Mithilfe dieses Formelsatzes kann man
somit, wenn zwei Stiicke eines rechtwinkligen sphérischen Dreiecks bekannt sind, mit
gewissen Einschrankungen alle anderen Stlicke des Dreiecks angeben.

Man fasst die zehn Gleichungen in der sogenannten Neperschen Regel zusammen.

Nepersche Regel: In rechtwinkeligen spharischen Dreiecken gilt, wenn man den

rechten Winkel nicht mitzahlt und fir die Katheten deren Komplemente setzt:

Der Kosinus einesjeden Stlckesist

gleich dem Produkt des Kotangens der benachbarten Stiicke und

gleich dem Produkt der Sinusse der nicht benachbarten Stiicke.

(,benachbart” heifdt: in der zyklisch angeordneten Reihenfolge b, a, c, b, a
nebeneinander stehend).

sna=snasnc 6.sna=tanbcotb
snb=sinbsinc 7.cosc=cosacosb
cosa=tanbcotc 8. cosa=cosasnb

cosb =tanacotc 9.cosb=cosbsna

a » W DN PRF

snb=tanacota 10.cosc=cota coth
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Die zehn Formeln gelten jedoch auch fir das rechtseitige Dreieck, denn durch den
polaren Ubergang wird der polare Winkel, der der 90° - Seite entspricht, ein rechter,
womit wieder ein rechtwinkeliges sphéarisches Dreieck entsteht.

Fur die Berechnung ist folgende Betrachtung sinnvall.
Man ordnet die durch Auslassung des rechten
Winkels funf Stlicke des Dreiecks in ihrer zyklischen
Reihenfolge auf einem Krels an, wobel man die
Katheten durch ihre Komplemente ersetzt. Zu dem
gegebenen und gesuchten Element sucht man sich das
mittlere, das die dritte Grof3e bildet, und wendet die

Nepersche Regel an.

Abb. 25
BEISPIEL 8:

Sind a und b gegeben, und ¢ das gesuchte Element, so ist das mittlere Element
der beiden ebenfalls c. Nach der Neperschen Regel gilt: cosc=cot b cot a .
Sind aund a gegeben und ¢ das gesuchte Element, so ist das mittlere Element a

und esgilt: cos (90-a) =sincsina=>sna=sincsina=>sinc=sina/sna
25.VERGLEICH MIT EUKLIDISCHER GEOMETRIE

Es stellt sich die Frage, inwieweit man sphérische und euklidische Geometrie
vergleichen kann beziehungsweise wie grol3 die Unterschiede sind. Betrachten wir dazu
folgende Beispiele:
BEISPIEL 9: Hat man ein sphérisches Dreieck mit drei rechten Winkeln vorliegen, so
ist esauch gleichseitig. Die Seitenléngen erhalt man aus dem Winkel-K osinussatz:

cosa =-cosbcosg+snbsingcosa

c0sS90 =-c0s 90 cos 90 +sn 90 sin 90 cos a

cosa= 0P a=90° oder %
Analoggiltb=c= % Betrachtet man nun in der Ebene ein gleichseitiges Dreieck mit

den Seitenlangen g , S0 sind dessen Winkel gleich 60°.

In Bezug auf die Winkel liegt also ein gewaltiger Unterschied vor.
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BEISPIEL 10: Kleine Dreiecke auf der Erdoberflache

Vergleichen wir das Flachenmald eines gleichseitigen Kugeldreiecks und eines

gleichseitigen ebenen Dreiecks mit der Seitenléange von 60km (entspricht 0,5396°):

Das Kugeldreieck hat nach dem Seiten-Kosinussatz den Winkel

cosa- cosa>cosa _ Cosa- cos’ a
sna>sina sn’a

a =60,0007334899°

cosa = = 0,499988913264

R%p q = 6371°p
180° 180°
Setzt man dieselben Groél3en, Seitenldnge 60 km und Winkel a = 60,0007334899° in die

»0,0022004696° = 1558 863km?

F oaBc =

Formel zur Flachenberechnung von ebenen Dreiecken F’éABcz%coga ein, ergibt sich

folgender Wert: F sasc =1558,857 k.

Die beiden Flacheninhalte unterscheiden sich um 0,0007% der Flache des sphérischen
Drelecks. Aufgrund dieser geringen Differenzen werden in der Geodasie Flacheninhalte
sphérischer Dreiecke mit den gemessenen Grof3en wie ebene Dreiecke behandelt.
Kriterium dafUr ist, dass der Exzef3 e< 107 ist, was im Allgemeinen aussagegleich mit

,Dreiecksseite a kleiner als 60 km* ist, dh. /R < 1/100. Solche Dreiecke bezeichnet

man als ,kleine Dreiecke.”

Die folgenden zwei Sétze beschreiben zwel Verfahren, die dazu benutzt werden, aus
gegebenen Stiicken eines kleinen spharischen Dreiecks mithilfe der Trigonometrischen
Formeln der Ebene die gesuchten Stiicke zu berechnen:

Satz von LEGENDRE: Vermindert man unter Belbehaltung der Seitenléngen die

WinkelgroRen eines kleinen Dreiecks um jeweils 1/3des sphérischen Exzesses, so

kann esnach den Trigonometrischen Formeln in der Ebene berechnet werden.

Satz von _SOLDNER (SOLDNERscher Additamenten-Satz): Vermindert man
unter Beibehaltung der WinkelgroRen die Seitenlangen a, b, ¢ eines kleinen

3 3 3
Dreiecks jeweils um die Additamente a > b > ¢ > » S0 kann es nach den
6R° 6R° 6R
Trigonomentrischen Formeln der Ebene berechnet werden.

Beweise der Sétze finden sich in Bigalke [ 6 ], Seite 51ff und Sigl [ 27 ], Seite 403ff.
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2.6 ANWENDUNGEN IN DER MATHEMATISCHEN GEOGRAPHIE
2.6.1. GESTALT UND GRORE DER ERDE
DIE ERDE ALS KUGEL

Die ursprungliche Vorstellung der Naturvolker, dass die Erde eine Scheibe sei, wurde

schon im Altertum durch einfache Beobachtungen in Frage gestellt. Hinweise ergaben
sich durch die Betrachtung von Schiffen, die sich der Kiste ndhern, wobe ihr Mast
aufgrund der Erdrundung zuerst sichtbar wird oder durch den kreisférmigen Erdschatten
bei Mondfinsternissen auf der Mondscheibe. PTOLEMAIOS verwendete die
Beobachtung des Nachthimmels an Stellen unterschiedlicher geographischer Lange und
Breite im Almagest als Bewelis fur die Kugelgestalt der Erde:
,Wére die Erde flach von Osten nach Westen, wirden die Sterne fur Westler und
Orientalen zur selben Zeit aufgehen. Das ist jedoch nicht der Fall. Ware die Erde von
Norden nach Suden, und umgekehrt, flach, wirden die flr einen Betrachter stets
sichtbaren Sterne [Zirkumpolarsterne] immer dieselben sein, wohin er auch ginge. Das
ist ebenfalls falsch. Die Erde scheint nur flach, weil sie so grof3ist.” ([30] , Seite 19)
Die erste wissenschaftlich belegte Berechnung zur Grole der Erde, die
Bestimmung des Erdumfangs, gelang ERATOSTHENES (276 — 195 v.Chr.), dem
Vorsteher der Bibliothek in Alexandria. Er bestimmte
an dem Tag, an dem in Syene (dem heutigen Assuan),
die Sonne im Zenit steht, in Alexandria den Winkel
zwischen der Sonnenrichtung und der Vertikalen.
Syene liegt ziemlich genau sudlich von Alexandria
(3° Abweichung).
Der Winkel zwischen den Vertikalen in Alexandria  Abb. 26

und Syene betrug 7,2°, ein Funfzigstel des Vollkreises.

Somit musste der Gesamtumfang der Erde das 50fache der Distanz von Alexandria und
Assuan, die er mit 5 000 Stadien annahm (1 Stadienmald = 164m), betragen, also
41 000km. Das ist eine Abweichung von 2,42%, nimmt man 40 030,1736 km als

mittleren Erdumfang.
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DIE ERDE ALSROTATIONSELLIPSOID
Newton’s Gravitationsgesetz (um 1670) verdnderte erneut die Ansichten Uber die
Gestalt der Erde. Als Folge der durch die Erdrotation auftretenden, zum Aquator hin
sich verstarkenden Zentrifugalkréfte ergibt sich als Gestalt der Erde ein
Rotationsel lipsoid, was um 1736 durch Messungen von franzdsischen Wissenschaftlern
in Ecuador und in Lappland bestétigt wurde. Nach einem ersten von BESSEL um 1840
errechneten Erdellipsoids entstanden eine Vielzahl von Ellipsoiden, die als

Bezugskorper benutzt wurden.

Erdmal3e nach GrofReHalbachsea KleineHalbachseb Abplattung f =(a-b)/a
Bessel 1841 6377397 m 6356079 m 1: 299,15
UGG 1980 6378137 m 6356752 m 1: 298,26

1979 wurde in Canberra/Australien von der Internationalen Union fur Geodasie und
Geophysik (ITUGG) ein neues ,, Geodétisches Bezugssystem 1980 ernannt, dass in den
Dimensionen dem ,, World Geodetic System 1984 (WGS 84)" entspricht. Darauf stutzt
sich das Global Positioning System (GPS).

DIE ERDE ALS GEOID

Neben den mathematischen Modellen gibt es auch eine physikalische Definition der
Erdgestalt, wobel der Begriff der Gestalt der Erde folgendermal3en definiert wird.
GAUSS 1828 zur Gestalt der Erde :,Was wir im geometrischen Sinn Oberfléche der
Erde nennen, ist nichts anderes als digjenige Flache, welche Uberall die Richtung der
Schwere senkrecht schneidet, und von der die Oberflache des Meeres einen Tell
ausmacht.“ ( [3], Seite 19 ) Bestimmt man die Lotrichtung, d.h. die Richtung der
Schwerkraft, nach der sich die Oberflache einer ruhenden Flissigkeit stellt, fir sehr
viele Punkte der Erde, entsteht eine ellipsoidahnliche, schwach gewellte Flache, die von
allen Lotrichtungen senkrecht durchstofRen wird. Diese Niveauflache, die durch die
ruhende vom Einfluss der Gezeiten und des Windes befreite Oberflache des Meeres
gebildet wird, die man sich unter den Kontinenten fortgesetzt denkt, wird nach
LISTING (1873) als ,, Geoid" bezeichnet. Die Abweichungen, Geoidundulationen, vom
Rotationsel lipsoid betragen z.B. beim Ellisoid WGS-84 um +70/-100 m.
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2.6.2. GEOGRAPHISCHE KOORDINATEN AUF DER ERDKUGEL

In der Darstellung der Erdkugel werden geographische Koordinaten verwendet — ein

bereits von den Griechen benutzten System sphérischer Polarkoordinaten mit genormten

Bezeichnungen. Der Grof3kreis, dessen Ebene senkrecht zur Rotationsachse NS der

Erde durch den Erdmittelpunkt liegt, nennt man Aquator. Ein Punkt auf der
Erdoberflache wird durch zwei Winkel bestimmt:

- dem Winkel I zwischen dem Meridian durch P und

dem einmal festgelegten Nullmeridian. 1 nennt

man auch geographische Lénge von P beziglich des

Nullmeridians.

- dem Winkel j, dem sphérischen Abstand auf dem
Meridian durch P vom Aquator oder vom Pol, als
Bogen oder Zentriwinkel mit j oder d (d = 90°- j)

am Kugelmittelpunkt gemessen. j nennt man die

geographische Breite des Punktes.

Die Breitenkreise, parallel zum Aquator verlaufend, werden vom Aquator ausgehend
polwérts in Winkelwerten von 0° bis +-90° als nordliche (+) bzw. stdliche (-)
geographische Breite j bezeichnet. Die Meridiane (Langenkreise) verlaufen durch
deren sphérische Mittelpunkte oder Pole, die als Nordpol und Sidpol bezeichnet
werden, wobei sie die Breitenkreise im rechten Winkel schneiden. Die geographische
Lange | der Meridiane wird vom 1884 international vereinbarten Nullmeridian in
Greenwich aus westlich und dstlich bis jeweils 180° bezeichnet.

Die beste Anndherung der Kugelgestalt an die Erde ist die dem Erdellipsoid etwa
oberflachen- und volumsgleichen Kugel mit dem Radius R = 6371 km. Nach dem
Besselschen Erdellipsoid volumsgleiche Kugel ( Daten aus. [12], Seite 34)

Bogenlénge eines Grofkreises =2Rp =40030 km

Umfang eines Breitenkreises mit der Braite j =2Rp cos j

Lange eines Breitenkrei sabschnittes zwischen 1, und 1, =2Rp cos j (I, - 1) / 360°

Oberfléche der gesamten Kugel = 4R%p =510,1 10° kn?
Oberflache der Zone zwischen den Breitenkreisen =2R% (sin ji—sin j»)

jiund j»

Oberflache des Zonenabschnitts j; bis j, und = 2R%p(sin j1-sin jo) D 1/360°
I,-1;=D1

Volumen der gesamten Erdkugel = 4/3 R®p = 1083 000 Mio km®
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2.6.4. ORTHODROME — LOXODROME

In der Geographie taucht die Frage nach der Berechnung der kirzesten Entfernung
zwischen zwei Punkten P; und P, auf der Erde auf. Filler bemerkt dazu im Kapitel
Geschichte der Sphérischen Geometrie:

»Heute scheint sie (die spharische Geometrie) allméhlich wieder in Vergessenheit zu
geraten. SO war die Redaktion einer grof3en Tageszeitung bel der Entflhrung einer
Lufthansa-Maschine im Jahre 1977 nicht in der Lage, die Entfernung zwischen Bonn
und Mogadischu anhand der geographischen Koordinaten dieser beiden Orte zu
berechnen oder zumindest eine kundige Person zu finden, die dazu in der Lage gewesen
ware.” ([9], Seite44)

Wie lang ist die Flugstrecke Bonn — Mogadischu nun und auf welchem Kurs fliegt das
Flugzeug?

Definition: Als Kurs eines Verkehrsmittels bezeichnet man den Schnittwinkel der
Bewegungsbahn mit dem Meridian.

Definition: Die kurzeste Verbindung zwischen zwel Punkten, als Teil eines
Grol3kreises, nennt man Orthodrome (,, Geradlaufende”).

Die beiden Meridianbdgen durch Py und P, bestimmen mit
ihrem Schnittpunkt einen dritten Punkt P,. Das sphérische
Dreieck, das durch die Grof3kreisbdgen P;P,, P.P, und P1P,
entsteht, hat als Seite ¢ die gesuchte Entfernung P;P,,
wéhrend die Seiten a=90° - jound b = 90° - j; gegeben .
sind. Abb. 28

Fur die sphérische Entfernung PP, gilt nach (24) P,P,=R arcc.

Wendet man nun den Seiten-Kosinussatz auf das sphérische Dreieck P,P,P, an,
erhdt man als Lange des Bogens PP, auf der Kugel mit Radius R:
cosCc=siNnj;sSin j,+cos j; cos jocos (I>-11)

Dabei gilt:

Falls P, und P, auf demselben Meridian liegen, gilt I, - 11 =0, und somit
cosc=cos(J>-jr) Pc=02-J1)

PiP,=Rarc(J2- J1)
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Liegen P; und P, auf demselben Breitenkreis, also j1 = jo, gilt

cosc=sin’ j +cos” j cos(l1- 1)

Dacosc=1-2 sin2§ und sin® j =1 —cos’ j , erhélt man

2'|1

. C .
smz =COoSs]j gn

BEISPIEL 8: Greifen wir das Beispiel Bonn — Mogadischu auf. Die Geographischen
Koordinaten der beiden Orte lauten:
Bonn: ¢g =50°43°12"" =50,72° N As=7°04'48" 0=7,08°0O
Mogadischu : o =2°04°007 ~2,07° N A =45°22°00" O = 45,36~ 45,37° O
AL =1-1= -3829°

Um die Lange d der Flugstrecke zu berechnen, benutzen wir den Seiten-Kosinussatz:
cosd =sin@g SIN @m + COS Pr COS M COSA A

=gin50,72° sin 2,07° + cos 50,72° cos 2,07° cos -38,29°
cos d = 0,524553982844°

d ~58,36177755 ° entspricht' 6 489,534 km

Den Kursa am Abflugspunkt erhalten wir mit dem Kotangenssatz:
Sin g COS A A = COS g tan oy —SINA A cot a

_ €0s 50,72° xtan 2,07° - sin 50,72° xcos(- 38,29°)
sin(- 38,29°)

cota

cot a = 0,943553654205 = 1/tan a
tan a = 1,05982314365
a1 = 46,664 ° oder a, = 226,664°

In der Praxis erfolgt die Kursangabe entweder durch den sogenannten ,,wahren Kurs®,
gemessen von Nord tber Ost von 0° bis 360°, im Beispiel 8 durch a = 226,664° oder
unter zusatzlicher Angabe der Himmelsrichtungen von 0° bis 90° (N-Norden, S-Sliden,
E-Osten, W-Westen), im Beispiel 8 durch a = S 46,664° E.

In der Regel wird das Flugzeug aber nicht entlang der Orthodrome geflogen sein, da

eine standige Kurskorrektur notwendig wére.

! Durch Umrechnung auf Bogenmalfd und Multiplikation mit dem Erdradius R = 6371 km erhélt man die
gewilinschte Lange auf der Erdkugel.
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Dies fuhrt uns zur Frage nach Linien auf der Erdkugel, die einen konstanten Kurs

aufweisen.

Definition: Als Loxodrome (,,schief laufende Linie") bezeichnet man jede Kurve, diein

ihrem Verlauf auf der Kugel ale Meridiane unter konstantem Winkel (= Azimut)
schneidet. Die Meridiane, der Aquator und die Breitenkreise sind die ,trivialen®
Beispiele. Loxodrome spielen daher bei allen Navigationsverfahren, aso in der See-
und Luftfahrt, als sogenannte Kurslinie eine wichtige Rolle. Der portugiesische
Mathematiker Pedro NUNEZ (NONIUS) (1492-1577) wandte 1537 als erster diesen
Kurven auf der Erdkugel sein Interesse zu. IThr Name stammt von SNELLIUS (1580-
1626).

Berechnen wir die Gleichung einer Loxodrome:

Die Punkte P; und P, selen zwei infinitesimal
benachbarte Punkte der Loxodrome mit den
geographischen Koordinaten ¢, A sowie ¢ + do , A + dA.
Die Langen und Breitenkreise durch P; und P, bilden

zusammen mit dem Loxodromteilstiick PP, ein
Dreieck.
Abb. 29 Loxodrome furr a = 80°

Daes sich nicht um Grof3kreise handelt, kdnnen wir die Aufgabe nicht mit elementaren
Mitteln 16sen. Man betrachtet daher, bei gentigender Kleinheit des Dreiecks, dieses als
eben und rechtwinklig.

Wie aus Abbildung 30 ersichtlich gilt dann

tana\:—Rmosl_>OII undsomiti:—tan‘f51 (32)
xdj d cos

Auflosen dieser Differentialgleichung fuhrt auf

d _ d

tana cos|

Abb. 30
| L dj a® ] o
= =Intang— +—<+C*
tana 0cosj e(*'z 2g
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Damit erhalten wir as Gleichung der Loxodrome mit Kurswinkel a:

| =tana ><:::’,|ntan(;a(E +LS+C
e e4

2a

(33)

Durch die Integrationskonstante C ergibt sich eine Schar von Loxodromen. Soll die
Loxodrome durch den Punkt P; (91, A1) verlaufen, erhdt man fur die Konstante C:

[, =t tanc— +—
anagnang +2&i

C=l,- tana((jntan(i;—+—;}j

Setzen wir C nun in die Gleichung ( 33) ein, erhalten wir die gesuchte Gleichung der
von Py (@1, A1) unter dem Kurswinkel ausgehenden Loxodrome.

&P ] j o0
I—tanax ntan +—_+| , - tanag ntan +__
Somit
S 3@ ] 0 2 j.d
| -1,=tanagdntanc= +—=- Intanc™= +—%
: é €4 25 g4 2 B
tanéiﬂg
| -1,=tana in—=-=2 (34)
tan(?iU—Q
e4 7

Mochte man nun die bestimmte Loxodrome durch die Punkte Py (J1,11) und Px(j2,12)
berechnen, so ergibt sich:

tan(?i1+1229
[,-1 —tanaxlne—?
J 110
tang +
e4 23
Fir a erhdlt man:
tan({;4 1229
n_ €4 20
tan(?;+1219
cota = e-| 2, (35)
2 1
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Die Bogenlénge der Loxodrome zwischen den Punkten P; und P, ist, da das Dreieck

wie ein ebenes behandelt werden kann,

_R:d _R:d
coso = ds=
ds COoSu.
somit folgt durch Integrieren
R'* R,
s=——cfi =——( , - 36
cosa O “oosa 02710 (36)

BEISPIEL 9: Berechnen wir die Flugstrecke und den Kurswinkel a der Strecke Bonn —

Mogadischu bei Flug entlang der Loxodrome, die die beiden Orte verbindet:

tan{:a’i + 207 0
In e4 2 2
tangi ¥ SOZZ ° 0,994245204939
cota = € g__% = - 148775278256
-1, arc- 38,29°

tan a = 0,672154683039
a; » 33.907° oder a, » 213,907°.
Die Kursangabe lautet somit a = 213,907° oder a = S 33,907° E.

Die Flugstrecke ist

6371 Xarc2,07° - arch0,72°) = _ 631 X- 0.849)

= R i
2711 cos 213,907

cosa " cos 213,907

S=6517,301 km

Vergleicht man das Ergebnis mit den Werten in Beispiel 8, so weist der Kurs eine
erwartungsgemald grofde Differenz von 12,757° auf, wahrend sich die Strecken um
27,767km, rund 0,43 % der Orthodromstrecke unterscheiden.

In der Praxis wird auf Loxodromstiicken geflogen oder gefahren, da dann keine

Kurskorrekturen nétig sind.
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Der allgemeine Verlauf der Loxodrome:

Abbildung 30 zeigt den Verlauf einer Loxodrome mit a = 80°, die spiralenformig zu
den beiden Polen hinlauft. Gilt das fur jeden Winkel a ?

Betrachten wir beispielsweise eine Loxodrome von Punkt P;( j; = O, I, = 0), dem
Schnittpunkt des Nullmeridians mit dem Aquator, aus mit dem Kurswinkel
0°<a<90°.

Die Gleichung der Loxodrome vom Punkt P; unter Winkel a lautet nach ( 33)

| =tana Intan(j”i+1—9.
e4d

29
Betrachten wir die beiden Grenzwerte von a: Fir a = 0° (Nord-Sid-Kurs) ergibt sich
der Meridian durch Py, hier der Nullmeridian, fir a = 90° (Ost-West-Kurs) der
Breitenkreis durch Py, in unserem Fall der Aquator.
Fur j = 0° wird I gleich 0. Wachst nun die geographische Breite j, wachst auch 1. Das
Wachstum von 1 ist monoton, datan (p/4 + §/2) im Intervall [1, +¥) wéchst und somit
auch Intan (p/4 + 3/2) im Intervall [0, + 2£).
Bewegt sich j gegen den Grenzwert 90°, so wachst 1 immer weiter, Gber 360°, 720°,
usw. Die von P; ausgehende Loxodrome weist einen asymptotischen Verlauf Richtung
Pol auf, ohne ihn jedoch zu ereichen. Fir die sudliche Halbkugel ist der Verlauf
entsprechend.
Betrachten wir die Bogenlange dieser Loxodrome von P; zum Nordpol P,, so gilt far
einen Kurswinkel von a = 60°,

6371

S :i(j -] 1) = X00° =6371p =20015,778km (37)
cosa cos60°

Dies entspricht dem halben Erdumfang. Es ergibt sich also trotz der asymptotischen
Anndherung der Loxodrome an den Pol eine endliche Entfernung P;P,.

Weiters zeigt sich, dass alle Punkte, fir die die Loxodromenwege bis zum Nordpol
sowie bis zum Aquator dieselbe Lange haben, in der mittleren Breite j; = p/4 der

nordlichen Halbkugel zu finden sind:

g'j ' j P
Rx = Rx—1— daher j , == flr dlea.
cosa cosa 4
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3. KARTOGRAPHIE

,ICH HABE DIE HIMMEL GEMESSEN,
NUN MER ICH DIE SCHATTEN DER ERDE"
GRABSPRUCH KEPLERS ( [19], SEITE 245)

3.1. GESCHICHTE DER KARTOGRAPHIE

LAGRANGE (1770) uber den Begriff Karte: ,Eine geographische Karte ist nichts
anderes als eine ebene Figur, die die Erdoberflache oder einen Teil derselben darstellt.”
([2], Seite 13) Das Wort Karte verdankt seinen Ursprung offensichtlich dem Wort
»cartes’ = Papier und wurde zur Bezeichnung der Karte zuerst in Portugal gebraucht.
Die &lteste bekannte Karte stammt von HEKTAIOS VON MILET (geboren ~ 560
v.Chr.), der eine schematische Abbildung der damals bekannten Welt (Oikumene)
entwarf. Die Erde als Kreisscheibe wird durch einen Durchmesser in zwei Halbkreise

geteilt, wobei der nérdliche Europa zeigt. Der

sudliche wird in der Mitte vom Nil zertrennt,

wobei das westliche Viertel Libva?, das 6stliche
das 6stliche Asia darstellt. Bis zum ausgehenden
Mittelalter bestimmte diese ,OT-Form* die

Darstellung der Erdkarten (genannt ,imago

mundi® —Karten) im européischen Bereich. Die

g
A\|H

o '-"‘i“*»f)
SagmBy | Smehin Wy 3 mgj.,_i esan

¥
Vermittlung der allgemeinen Weltansicht jener H
3l I
Zeit unter Vernachlassigung von Details stand %
im Vordergrund. 1y e F e S
g DIl wguy,i:ﬁ%g; wmmbmrc%i :

Erste Schwierigkeiten der Abbildung der Erde
traten mit der Erkenntnis ihrer Kugelgestalt auf. ~ Abb. 31 Weltkarte aus einer Sallust-
Der Geograph STRABON (64/63 v. Chr. — Handschrift des 14. Jahrhunderts

20 n. Chr.) schuf mithilfe des von ERATHOSTENES eingefuhrten rechtwinkligen
Koordinatensystems, gebildet aus Parallelkreisen und Meridianen, in seiner
tberwiegend landerkundlich- historisch orientierten ,, Geographia“ einen Entwurf einer
Weltkarte.

Einer der bedeutensten Manner in der Theorie der Projektionsabbildungen der Erde in
der Antike war Klaudios PTOLEMAIOS. Sein geographisches Werk war fur die
Wissenschaft so richtungweisend wie sein ,, Almagest “ fur die Astronomie. ES enthielt

2 Name fiir den damal's bekannten Teil Afrikas
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neben Anleitungen zu Kartenentwirfen ein Verzeichnis der Langen- und Breitengraden
von 8100 Orten.

Im Gegensatz zu seinem Vorganger MARIOS VON TYROS (Anfang 2. Jh. n. Chr.)
fand PTOLEMAIOS die von MARIOS benutzte Zylinderprojektion mit dem Aquator
als Berthrungslinie aufgrund der starken Verzerrungen zu den Polen hin als ungeeignet.
Er entwickelte zwel Arten von Kegelprojektionen. Dazu stulpte er der Nordhal bkugel
einen Kegel Uber, der diese im Breitenkreis 55° N durch Rhodos, in der Mitte der
damals bekannten bewohnten Zone, beriihrte. PTOLEMAIOS verbesserte den Entwurf
durch Aufsetzen einer zweiten Kegelhaube auf die Sudhalbkugel, im Kartenbild
sichtbar durch eine Abknickung am Agquator. Da keine Kartenkonstruktion von
PTOLEMAIOS selbst erhalten geblieben ist, ist es fraglich, ob er seine Entwurfe auch
je ausgefuhrt hat. Zu seinen Lebzeiten noch kam es zu einer raschen Verbreiterung

dieser Entwiirfe.

GENERML .{,k ~‘\
W wgd

ES

N _PTHOLFND

\
N

Abb. 32: Karte der bewohnten Welt in Kegelprojektion (Stral3burg 1513), rekonstruiert

aus den Langen- und Breitenangaben im Handbuch der Geographie des Ptolemaios

Die Karten des Mittelalters waren reich an phantastischen Details, aber arm an
geographischen Fakten. In Europa waren symbolischen Weltkarten wie die sogenannten
»Radkarten®, die as Mittelpunkt der kreisformigen Weltscheibe Jerusalem aufwiesen,
vorherrschend. In  Seekarten <ellte man die Kompasskurse beziehungsweise
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Windrichtungen, die fir das Erreichen eines Ortes notwendig waren, ebenfalls
symbolisch dar. Von PTOLEMAIOS™ Wissen, das im Schlaf der Vergessenheit ruhte,
war man in dieser Zeit meilenweit entfernt. ES waren die Araber, die sein Erbe
weiterfihrten. Aus dem 12. Jahrhundert sind wertvolle arabische Weltkarten vorhanden,
mit bemerkenswerter Abbildung der damaligen Welt.

Von einer geometrisch fundierten Kartographie kann man erst um 1500 sprechen,
jedoch noch ohne die explizite Berticksichtigung elementarer Grundbegriffe wie
Flachen- oder Winkeltreue.

Nach einer Idee des kaiserlichen Hofastronomen
Johann STOBERER (lat. STABIUS, um 1450 —
1512) in Wien entwarf J. WERNER 1514 eine
flachentreue Abbildung der Erdoberfléche. Die
herzformige Karte wurde 1530 durch Peter
APIAN (1495-1552) veroffentlicht und erreichte
weite Verbreitung. WERNER war es auch, der as
erster die stereographische Projektion, die einzige
in der Antike bekannte exakt definierte Abbildung
der Kugeloberfl&che in die Ebene, verwendete.

Fur die kiinstlerische Gestaltung des Karten-
entwurfs von STOBERER, der die halbe Erdkugel
durch senkrechte Parallelprojektion auf eine

Tangentialebene abbildete, konnte Kaiser Maximilian Albrecht Direr verpflichten.

In dieser Zeit entstanden auch der  mittelabstandstreue Azimutalentwurf von
CUSANUS (1401-1464) und SNELLIUS und der flachentreue Entwurf von SANSON
(1600-1667) und FLAM STEED (1646-1719).

Der Hohepunkt der Renaissance-Kartographie war mit dem flamischen, spéter in
Duisburg wirkenden Kartographen Gerard KREMER, genannt MERCATOR (1512-
1594) erreicht. MERCATOR bildete schon 1541 auf einem von ihm entworfenen
Globus einige Loxodrome ab. 1568 schlieldlich entstand die berihmte
Mercatorprojektion, mit der Eigenschaft der Abbildung der Loxodrome als Geraden.
Noch heute ist es ein Rétsel, wie MERCATOR diese Karte konstruieren konnte, denn
die Mercatorprojektion kann keinesfalls durch eine elementare geometrische Projektion
eingesehen werden.
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Die L6sung des mathematischen Gesetzes, dass die Breitenkreisbilder vom Aquatorbild
mit wachsender Breite ins Unendliche wachsen, konnte erst durch die viel spéter
entstandene | nfinitesimalgleichung erbracht werden. Man nimmt an, dass MERCATOR
die punktweise konstruierten Loxodrome auf dem Globus ndherungsweise auf die
konstruierte Karte tbertragen hat. Die Bedeutung dieses Kartenentwurfs fir die Seefahrt
war enorm und viele Mathematiker suchten nach dem mathematischen Gesetz zur
Konstruktion dieser Karte.

Dem englischen Mathematiker Thomas HARRIOT (1560-1621) gelang um 1600 als
ersten der Bewels der Winkeltreue der stereographischen Projektion.

Nach der Renaissancezeit, in der nur spezielle kartographische Abbildungen entwickelt
und elementargeometrisch untersucht wurden, setzte sich Heinrich LAMBERT (1728-
1777) 1772 in seinem Werk ,Anmerkungen und Zusétze zur Entwerfung der Land —
und Himmelscarten“ ersmals allgemein mit dem Begriff einer kartographischen
Abbildung der Kugeloberflache oder von Teilen derselben in die Ebene auseinander.
Bei der mathematischen Beschrelbung kam e auf die wichtigsten
Abbildungseigenschaften, wie Winkeltreue oder Flachentreue. Aul3erdem entwickelte er
darin auch viele neue, heute noch grofdteils verwendete Kartennetzentwirfe.

Erst die Mathematiker EULER und LAGRANGE beantworteten die von LAMBERT
offengelassenen Fragen. EULER bewies 1777, dass es keine mal3stabsgetreue Karte
irgendeines Teils der Kugel in der Ebene geben kann. Die Begriffe Winkeltreue und
Flachentreue wurden 1816 von GAUSS auf die Abbildung zweier beliebiger Flachen
aufeinander verallgemeinert. Ebenfalls von ihm stammt der exakte Beweis, dass es
keine flachen- und gleichzeitig winkeltreue Abbildung der Kugeloberflache in die
Ebene gibt.
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3.2. PROBLEMSTELLUNG - ABBILDUNG DER KUGELOBERFLACHE
IN EINE EBENE

Die Problematik, die Kugelgestalt der Erde in die Ebene abzubilden, ist mithilfe einiger
einfacher Uberlegungen leicht zu erkennen. Eine Mdglichkeit, einen Globus in der
Ebene abzubilden, ware, ihn zu photographieren. Auf diese Weise wirde jedoch
weniger als die Halfte der Erdkugel abgebildet werden. Versuchte man umgekehrt,
einen Globus mit einer Karte zu ,bekleben”, seht man, dass es ein Ding der
Unmadglichkeit ist. Rein intuitiv ergibt sich die Vorstellung, dass keine verzerrungsfreie
Abbildung der Kugeloberflache in die Ebene existiert.

Mathematisch 1&sst sich das wie folgt einsehen:

Satz 1.19., eine Folgerung des Theorema egregium besagt, dass bei léngentreuen
Abbildungen das GAUSSsche Krimmungsmal? K erhalten bleibt. Somit weisen zwei
Flschen F und F, die langentreu aufeinander abgebildet sind, das gleiche
Krimmungsmal? K auf. Wie in Kapitel 1.20 gezeigt, verschwindet K in der Ebene,
wiahrend die Kugel das konstante GAUSSsche Kriimmungsmal? K = 1/R? aufweist.

Damit ist folgender Satz gezeigt:
SATZ 3.2.: Esexistiert keine langentreue Kugelabbildung in die Ebene, und somit
auch keine Kugelabbildung in die Ebene, die winkel- und flachentreu zugleich ist.

3.3. KARTENNETZENTWURFE

Das Zid de Kartennetzentwirfe ist, ,die Netzlinien und Punkte eines
Koordinatensystems von der exakt definierten Oberflache eines Weltkorpers nach
bestimmten Regeln so in die Ebene ab(zu)bilden, dass sie dort eine geeignete
geometrische Grundlage fur digitale Modelle und kartographische Darstellungen
ergeben.” ([12], Seite 42)

Um Missversténdnisse zu vermeiden ist zu Anfang anzumerken, dass der Begriff
»Kartenprojektion* in der Kartographie nicht mit dem mathematischen Begriff der
Projektion, im Sinne einer geometrischen Perspektive, Ubereingimmt, sondern im

allgemeinen viel weiter gefasst ist.
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3.3.1. EINTEILUNGSARTEN

Kartennetzentwurfe werden eingeteilt

nach Parametern des Kartennetzes

In einem Kartennetz kdnnen die Linien des geographischen oder eines geodétischen
Koordinatensystems abgebildet sein, wobei geodétische Netze grundsétzlich fur Karten
im Mal3stab 1 : 500 000 und grofier verwendet werden, geographische Netze fur Karten
im Mal3stab 1 : 500 000 und kleiner. Geodétische Netze bilden im Unterschied zu
geographischen Netzen nicht die Netzlinien geographischer Koordinaten ab, sondern
stellen Daten aus der Grundlagenmessung numerisch in einem einheitlichen metrischen
System mit rechtwinkligen ebenen (geodétischen) Koordinaten dar, wobel die
Netzlinien ein regelmaldiges quadratisches Gitter bilden. Geeignet dafur sind vor allem
konforme transversale zylindrische Abbildungen (GAUSS sche Koordinaten). Diese
Arbeit beschrankt sich auf die Ausfihrung geographischer Netzentwrfe, die auch als
kartographische Abbildung im engeren Sinne oder Gradnetzentwirfe verstanden
werden.

nach Art des Netzbildes

Als , echte Abbildungen® bezeichnet man Netzentwrfe folgender Eigenschaften:
1. AlleMeridiane werden in Geraden abgebildet, die durch das Bild des Pols gehen
(im Grenzfall im Unendlichen).
2. Alle Breitenkreisbilder bilden konzentrische Kreise um das Bild des Pols ( im
Grenzfall mit unendlich grof3en Radien ).
Dies stimmt mit der Aussage Uberein, dass im Allgemeinen die Meridiane und
Breitenkreise sowie deren Bilder Hauptverzerrungslinien darstellen, also maximale

Langenverzerrung aufweisen.

Man unterscheidet drei Arten echter Entwirfe:
a) Konische Abbildungen oder echte Kegelabbildungen

Die Konischen Abbildungen ergeben folgendes Netzmuster: Die Meridiane werden in
Geraden abgebildet, die durch einen Punkt gehen. Die Bilder der Breitenkreise bilden
konzentrische Kreise um den Schnittpunkt der Meridianbilder. Die Winkel zwischen
den Meridianen werden nicht winkeltreu, sondern stets verkleinert abgebildet.
Geometrisch erh@lt man konische Abbildungen durch einen um die Erde gewickelten
Kegelmantel, der in die Ebene abgewickelt wird. Sie sind insofern ausgezeichnet, da sie

den ,allgemeinsten Fall* echter Abbildungen bilden, denn aus ihnen kénnen sowohl die
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zylindrischen durch den Sonderfall des Rickens der Kegelspitze ins Unendliche, als
auch die azimutalen, beim Fall der Offnung des Kegelwinkels zu 180° hervorgehen.

b) Zylindrische Abbildungen
Die Bilder der Meridiane und Breitenkreise erscheinen as zwel parallele, sich

gegenseitig im rechten Winkel schneidende Geradenscharen. Geometrisch erhdlt man
diese Abbildung bei Verwendung der Kartenebene als einen Zylindermantel, der die
Erdkugel im Aquator bertihrt. Wickelt man diesen Zylindermantel auf, erhélt man ein
rechtwinkliges Netzbild.

¢) Azimutale Abbildungen

Azimutale Abbildungen weisen dasselbe Netzmuster wie konische Abbildungen auf mit
dem Unterschied, dass die Winkel, die die Meridiane auf der Erdkugel einschlief3en, den
Winkeln zwischen den Bildgeraden entsprechen. Legt man die Kartenebene im Pol als
Tangentialebene an die Erdkugel an, so ist die Beriihrungsebene in dem Fall gleich der
Horizontebene, weshalb man diese Abbildungen auch Horizontalabbildungen nennt.

Neben den Netzentwirfen existieren auch solche, deren Netzmuster sich an nicht
vollstandig durch das Auflegen der Abbildungsebene erkléren lassen. Sie umfassen

- die sog. Unechten Abbildungen, darunter Planisphéaren und Planigloben

- Kartennetze mit vorsétzlichen Verzerrungen (Kartenanamorphosen)

- Kartennetze als Ergebnis von Transformationen zwischen Karten

nach Lage der Abbildungsflache

Die Lage der Abbildungsflache meint die gegenseitige Lage zwischen Erdkdrper und
Abbildungsflache. Dabel gibt es drei verschiedene Falle zu unterscheiden: die normalen
(normalachsigen, erdachsigen, polsténdigen) Abbildungen, bei Zusammenfallen der

Erdachse mit der Achse bzw. Lotlinie der Abbildungsflache; die transversalen
(querachsigen, dguatorstandigen) Abbildungen, bel senkrechtem Aufeinanderstehen der

Erdachse und Achse bzw. Lot, und die schiefachsigen (zwischenstdndigen)

Abbildungen, bei denen die Erdachse und Achse bzw. Lot in einem beliebigen Winkel
aufeinander stehen.
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Abb. 34 normale transversale schiefachsige Abbildung

nach den Abbildungseigenschaften

Da eine Abbildung einer Kugelflache in die Ebene ohne Verzerrungen nicht existiert,
unterscheidet man je nachdem, welche der Eigenschaften, Langen-, Winkel- oder
Flachentreue, gilt, folgende Karten

a) partieller Langentreue (Aquidistanz) in bestimmten Richtungen

b) Flachentreue (Aquivalenz) oder

c) Winkeltreue (Konformitét)
Weiters gibt es noch die Moglichkeit der

d) vermittelnden Abbildungen
Diese Abbildungen weisen keine Abbildungstreue fur bestimmte geometrische
Elemente auf, daflr verringern sich die Verzerrungen insgesanmt.

3.3.2. VERZERRUNGSVERHALTNISSE

- Allgemeine Abbildungsgleichungen
Allgemeine Abbildungsgleichungen und die Bedingungen fur bestimmte Eigenschaften,
die sie erfullen sollen wie Langentreue, Winkeltreue und Fléchentreue, wurden im
Kapitel 1.19. bereits erlautert. Fur die Abbildung der Erdkugel in die Ebene werden je
nach Eignung in der Abbildungsebene die rechtwinkeligen Koordinaten X,y oder die
polaren Koordinaten m, c as Funktionen der geographischen (sphérischen)
Koordinaten j, 1 beliebiger Oberflachenpunkte verwendet.
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c entspricht dem Winkel zwischen den Meridianbildern, m dem Radius des
Beruhrkreises des Abbildungskegels mit der Sphére (siehe Abbildung 35).
Anstelle von j benutzt man in vielen Féllen auch die Poldistanz d = 90°- j.

Abb. 35
Die Kugel mit der Parameterdarstellung x = Rcos 1 cos j, y = R sin | cos j und
z = R sin j wird durch folgende Abbildungsgleichungen in die Ebene Ubergeftihrt :
X=x(.j), y=y(.)
In Polarkoodinaten sind die Abbildungsgleichungen gegeben durch
m=f(l,3), c=9g(l.J) (38)

Erddimensionserhaltende Gleichungen fihren zum Abbildungsmalstab 1: 1. Bem
Bezug auf eine Karte sind daher noch alle linearen Mal3e durch die Mal3stabszahl my

und alle Flachenmafe durch (my)? zu dividieren.

Langenverzerrung

Betrachtet man die schon im Kapitel 1.19. erwdhnte Langenverzerrung im Punkt P
(1, 3), definiert durch das Verhdtnis der Bildlange zur originalen Lange, erhélt man als
Quadrat der Langenverzerrung einer Abbildung der Kugel in die Ebene
L 2= ds® _ Edl 2+2Fdl dj +Gdj 2

® ds® RPcos’j d*+R%dj?

(139)

Als Langenverzerrung der Parameterlinien ergibt sich aus ( 39 ) in Richtung der

E
Breitenkreise (j = konst, dj =0) L,” = ———— := k?
U 5=0 L, R? xcos?j
und in Richtung der Meridiane (1 = kongt, dl =0) L*nm =£2:= h? (40)
R
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Die Langenverzerrung variiert dabei nicht nur von Punkt zu Punkt, sondern auch in jede
Richtung ds in P gegenuiber dem Meridian durch P. Die Richtung einer Kurve auf der
Sphére ist durch den sogenannten Azimut o gegeben, dasist der Winkel, den die Kurve
mit dem schneidenden Meridian einschliefit.

Nach den Regeln der sphérischen Trigonometrie gilt fir a nach ( 32)

_cog dl d _tana

tana =——— oder —=———
d d cosj
Die Abhangigkeit der Langenverzerrung von a wird deutlich durch Einsetzen von a in
die Gleichung ( 39)°.
Man erhalt
L, > =L’nsin’a +%sina >cosa +L,° cos’a (41)
R“ cosj

Mo6chte man nun die Richtung der maximalen Langenverzerrung berechnen, so muss
dL,

also =0 gelten. Differenziert man zunachst (41 ), so ergibt sich
dL . 2 2 2?

2x—2 =sin2a XL~ - L,°) +———>o0s2a
da L Ay~ L) R? cosj

3 Schreiben wir die Gleichung (39) ausfiihrlicher in der Form

L?= Edl ? N 2Fdl dj . Gd * , 0 gelangen wir zu Formel (41),
RPcosj d?+R°dj > RPcosj dl?+Rdj > R’cosj dl®+Rdj 2

indem wir die Summanden einzeln berechnen:

Ed” -_E 1 =L, % =L, sin’a
Recosj dl*+Rdj * Rcos’) . di° e L b
dl 2 cos?| tan’a
cosj dl
2Fdl dj _ 2F _ ddj _ 2F _  cosjd _ 2F i _
2 s o2 25 2 P2 : 2 p2 : 2: 412 T p2 : 2: 2
R°cosj d “ + Rdj R° cosj cosjdl2+dj_ R° cosj COSj'dl +d R“ cosj CO-SidI
j di d “+1
2F tana _ 2F .
— % = —>sina xcosa
R’cosj tan°a +1 R°cos
Gdj 2 G 1 1 )
=% =L, x =L, xos"a
Recosjdl®+Rdj * R cos’jd® = " tan"a+l "
dj ?
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Ausder Bedingung dd:a =0folgt

snza, XL, - L,%)+

xcos2a , =0, und man erhélt schliefdlich

R? cos;
2F

2 . 2 25\

Rcosj (L," - L,7)

tan2a =

Da tan die Periode & besitzt, werden durch die letzte Beziehung zwei Winkel, o und
ae + 90° (gegen die Meridianrichtung), festgelegt. Sie sind die Richtungen extremer
Langenverzerrung, auch Hauptverzerrungsrichtungen der Abbildung genannt und

stehen senkrecht aufeinander.
Dadie Parameterlinien senkrecht aufeinander stehen, betragt der Kosinus des Winkels j

somit 0. Daraus folgt wegen (9) 0 = cosj :L, dass F = 0. Da o, ebenfalls Null

JEG
ist, folgt auch F = 0. Somit stehen auch die Bilder der Parameterlinien senkrecht
aufeinander.
Betrachtet man unter diesen V oraussetzungen das Quadrat der Langenverzerrung fur die
beliebige Richtung a, erhalt man:
L. 2=L, cos’a+L "sin%a (42)

Das ist die Grundgleichung fur die Langenverzerrung. Die Gleichung bestimmt auf der

Ebene eine Ellipse, deren Hauptachsen durch die sogenannten Hauptverzerrungen
a=Lpund b:= Ly, (maximale und minimale) gebildet werden. Lauft ein Punkt Q auf der

Kugel einen Kreis um den Punkt P mit dem Radius ds, so durchléuft das Bild Q in der

Ebene aufgrund von ds = L, ds eine Ellipse um P, wobei die Achsen der Ellipse auf
den Parameterlinien liegen und die Hauptachsen die Lange 2ds a und 2ds b haben.
Diese Ellipse nennt man als Verzerrungsellipse oder Tissotsche Indikatrix (nach A.
TISSOT (1824-1904). Ist die Abbildung langentreu, so sind die Tissotschen
Indikatrixen stets Einheitskreise.

Winkelverzerrung

Mithilfe der Tissotschen Indikatrix kann man die Winkelverzerrung einer Abbildung
berechnen. Der Kosinus des Winkels a zwischen zwei Flachenkurven berechnet sich
nach (8)

Edu,du, + F (du,dv, +du,dv,) + Gdv,dv,

COosa =
J Edu? + 2Fdu,dv, +Gdv2 | Edu? + 2Fdu,dv, + Gadv?
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Mochte man die Richtung a gegen die v-Linie (u = konst) messen, setzt man u; = u,

V1 =V, Uz = konst und F = 0 und es gilt

Gdvdv 1
cosa = =
VEdu? +Gav? x/Gav? \/Eduz W
Gadv®
Durch Umformung erhé@lt man
tana = .| = x® und andlog fiir die Bildfizche tana = | = x3Y
G dv G dv
Darausergibt sich
tana :1/2 xE. xtana
G E
2 2
tm&z\/izwtana =Etana (43)
b cos” v b

Die Winkelanderung des Winkels j, verursacht durch die Abbildung, wird durch die
Differenz ¢-j~ ausgedriickt. Man bezeichnet diese Differenz als Richtungsverzerrung.
Der Maximalwert w dieser Winkeldifferenz heif3t Winkelverzerrung.

Nach den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen® gilt:

an(j - j ): 1- tanj cotj
an(j-+j ) 1+tanj cotj

Setzt man (43) ein, so ergibt sich
S a-b. _ .
sn(j -j)=——sn(j +
(-1) ~+b (- +i)
Die Winkeldifferenz w = | -j ereicht ihren Extremwert, wenn sin (j~ +j ) = 1 wird.
Als maximale Winkeldifferenz erhalt man folglich

a-b
a+b

snw =+

Durch Berucksichtigung beider Vorzeichen ergibt sich als Winkelverzerrung im
betrachteten Punkt der Wert 2w.

W :=2®» = 2arcsin a

b (44)

4
sna snb
sn(@ - b) _sinacosb - cosasinb cosa cosb _cosa cosb _tana-tanb cota _1-tanbcota

QMa+b)_§naaﬁb+aﬁa§nb asaqxb-gna+§nb " tana +tanb cota 1+tanbcota
cosa cosh
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Bei Konformitét der Abbildung ist die Langenverzerrung im Punkt P von der Richtung
unabhéngig, denn offensichtlich mussin ( 43 ) a/b = 1 gelten, damit der Winkel a mit
seinem Abbildungswinkel a  Ubereinstimmt. Ist die Abbildung winkeltreu, so ergeben
sich somit als Tissotsche Indikatrixen wie bel der langentreue Abbildung Kreise, die

jedoch nicht kongruent sind.

Flachenverzerrung

Die Flachenverzerrung S wird, nach Kapitel 1.19, durch das Verhdtnis einander
entsprechender Oberflachenelemente der Bildflache zur urspringlichen Flache definiert.
Fir die Abbildung der Kugel in die Ebene ist die Flachenverzerrung somit durch das
Verhdltnis der Flacheninhalte des Einheitskreises und dessen Bild, das ist die
Verzerrungsellipse, gegeben:

_pds:b:ds:a _

S=————=
p >ds

Esgilt also: Die Flachenverzerrung ist gleich dem Produkt der Hauptverzerrungen. Gilt

bxa

fUr jeden Punkt einer Abbildung ab = 1, s0 ist diese Abbildung flachentreu.
Dies ist genau dann gewéhrleistet, wenn EG - F? =ab(EG - F?), ab=1.

3.3.3. KEGELENTWURFE — ECHTE ENTWURFE
3.3.3.1. Eigentliche Kegelentwirfe

ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNG
Die allgemeinen Abbildungsgleichungen der eigentlichen Kegelentwrfe ergeben sich
folgendermal3en ( vergleiche Abbildung 35, Seite 79 ): Der Kegel tangiert die Kugel in
einem Breitenkreis, dem sogenannten Beriihrungsparallel. Wickelt man den Kegel in die
Ebene ab, so schneiden sich die Bilder der Meridiane als Geraden im Punkt S* und
bilden ein Strahlenbischel. Die Bilder der Parallelkreise sind konzentrische Kreise um

S. Dem Langenunterschied I auf der Kugel, der Winkel der Meridiane am Pol,
entspricht der Winkel ¢ zwischen den Meridianbildern. Somit ergibt sich als
Winkelverhdtnis die Abbildungskonstante n := c/l, wobel 0 ¢ n ¢ 1 und die erste
Abbildungsgleichung lautet ¢ = nl.

Beim Abwickeln des Kegels ist weiters der Offnungswinkel des verebneten
Kegelmantels s, 0 £ d £ 360°, entstanden, der dem Winkel des Vollkreises 2p = 360°
im Kugelpol entspricht.
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Der Vollwinkel von 2p erscheint somit in der Abbildungsflache verkleinert als Winkel
von n2p am Pol (n < 1). Die Lange des Bertuhrungsparallels nach der Abwicklung ist
Halbmesser mal Bogen, u” = mgp n 2p. Die Lange des Bertihrungsparallels auf der Kugel
ist u=2psindy = 2pjo. Dadie Langen Ubereinstimmen missen, gilt

Mmon2p=2psindy, Nn=sindy/ My

dampy =tan do= sin do/cosdy, folgt

n=cosdy=sin jo

Die Werte der Sinus- sowie der Kosinusfunktion liegen im Intervall [ 0,1 ], wodurch

sich auch die Konstante nc in diesem Intervall bewegt.

Bei n = 1 bertihrt der Kegel die Kugel nur im Pol. Die Kegelflache geht in eine Ebene
Uber und eine azimutale Abbildung entsteht.

Bei n = 0 beriihrt der Kegel die Kugel im Aquator. Aus dem Kegel entsteht ein
Zylinder, und somit eine zylindrische Abbildung.

Die Allgemeinen Abbildungsgleichungen fir Kegelabbildungen in Polarkoordinaten

lauten: m=1f(d) (45)

c=g(l)

wobel wie schon festgelegt

3
L

c=nl mit n=cosdp ist.
Betrachten wir Abbildung 36, so ist Py der Schnittpunkt §

mcostnAl

eines Breitenkreises mit dem festgesetzten Nullmeridian; \A : %
P ein beliebiger Punkt auf diesem Parallel. ~ />

Man erkennt:

— . Abb. 36
X =msin(nl),
(46)
y =m- mcos (nl)

Dadurch sind die rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Punktes P auf der
Abbildungsflache bezogen auf den Schnittpunkt des Breitenkreises mit dem
Nullmeridian gegeben. Die X-Koordinate wird nach der beschriebenen Methode von
polaren auf kartesische Koordinaten umgerechnent (X = m cos c). Bei der Umrechnung
der y- Koordinate ist zu beachten, dass die Kegelspitze nicht im Koordinatenursprung

des Kartesischen Koordinatennetzes liegt.
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Die Funktion m = f (d), die bel den Abbildungsgleichungen in Polarkoordinaten auftritt,
wird auch als ,Halbmessergesetz® der Abbildung bezeichnet. Sie kann so gewéhlt

werden, dass die Abbildung bestimmte Eigenschaften erfillt.

VERZERRUNGSVERHAL TNISSE beim Kegelentwurf

Zur Berechnung der Langen- und Breitenverzerrung beim Kegelentwurf benttigt man
die Koeffizienten der ersten Fundamentalform der Bildfl&ache :

Durch Einsetzen der Ableitungenvona(l ,d) =(x(1,d), y(1,d),z(1,d))

nach I: g = (mncosl, -mnsinl, 0) und nach d: ;= (dnmv/dd, dmv/d, 0) in ( 4 ) erhalt man:

O und mit E=R2cos% (bzw.sin’d),F =0,G = R?

2
E:nzmz,lfzo,(_szgd;m
edd g

Es ergeben sich die Hauptverzerrungen:

T 2A2 — 2
a:k:\/E: r12m2 = nI:n , b:h:\/§: %:d—m (47)
E R°sn“s  Rsiné G VR%d5* RdS

Beachtet man, dass m durch d bestimmt ist, so héngen die Hauptverzerrungen ebenfalls

nur von d ab. aund b sind also mit d = konst, selbst konstant, dh. auf Breitenkreisen

konstant.

MITTABSTANDSSTREUER KEGELENTWURF
KONISCHE ABBILDUNGEN
Abstandstreuer Kegelentwurf mit einem langentreuen Breitenkreis

Fur die Eigenschaft der Abstandstreue eines Entwurfs, dh. Langentreue entlang der
Meridiane, muss folgende Bedingung erfillt sein: Alle Breitenkreise weisen vom
Bertuhrungsparallel und voneinander den gleichen Abstand wie den entsprechenden auf
der Kugel auf. Somit ist der Halbmesser eines beliebigen Breitenkreises d gleich dem
Halbmesser des Bertihrungsparallels dp (my = tan do) plus dem Bogenabstand dp- d = ¢
des Bertihrungsparallels dp vom Breitenkreis d . Es gilt das Halbmessergesetz

m:mo—(do-d):tando—s

Ist die geographische Breite d > do , ist € negativ und man zahlt die Breitendifferenz
hinzu, fir d < dp ist € positiv, man zieht die Breitendifferenz ab. Die Abbildung ist durch
Einsetzen in ( 45 ) in Polarkoordinaten, durch Einsetzen in ( 46 ) in kartesischen
Koordinaten gegeben.
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Durch die Forderung der Abstandstreue der Meridiane gilt h = 1. Das Verhdltnis
Kartenbreitenkreis zu Kugelbreitenkreis fuhrt auf den schon oben erhaltenen Wert:
Aufgrund der Lange eines Kartenbreitenkreis von Halbmesser mal Bogen, also
mn2p,istk=mn/sind bel R =1.

Dies gilt fur alle Kegelentwirfe; nund m variieren je nach Entwurfsbedingungen.

Die Flachenvergrof3erung Sist aufgrund von h = b = 1 durch a= k gegeben.

Als Winkelverzerrung erhalten wir durch Einsetzen vonaund b in (44 ):

nm 1
W = 2w = 2arcsinlShd__ :ZarcgnM‘
+1 nm+sind

sind

Abbildung 37 zeigt einen abstandstreuen
Kegelentwurf mit dem BerUhrungsparallel
Jo=50° do = 40°,

Der Entwurf geht auf PTOLEMAIOS

zurick.

Absandstreuer Kegelentwurf mit zwei [&ngentreuen Breitekreisen

Da sich der in Bezug auf die Verzerrungen gunstigste Teil der Abbildung in der Néhe
des Bertuhrungsparallel befindet, liegt die Idee nahe, den Entwurf durch das Schaffen
einer abstandstreuen Abbildung, die zwei Breitenkreise 61 und o, langentreu abbildet, zu

verbessern. Seien die Breitenkreise §; und 6, von einem mittleren Breitenkreis 6o mit

dem Halbmesser my mit dem Abstand e, :‘d - dl,z‘ gleich weit entfernt. Fur die

Halbmesser von 6; und 6, ergibt sich my = mp — g0 und m; = mp + g9. Setzt man nun
wieder die Lange der beiden Breitenkreise 6; und d,:

U, =nZ2p(m, - e,)und U, =n2p(m, - e,)
mit den beiden Umfangen u; = 2znsin (60- €0) und Uy = 2nsin(dop+ go) der entsprechenden
Breitenkreisen auf der Kugel (80- €0) und (8ot €0) gleich, erhdlt man

2nm (Mp— go) = 2 (NMp — Neg) = 2asin (8o — €o)

2nm (Mot g0) = 2 (NMg + Neg) = 2 tSin (3o + o).
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Wendet man das Additionstheorem der Winkelfunktionen an, ergibt sich

NMy — N g9 = SIN g COS £y — COS &g SN &g
NMy + N gg = SN dg COS g9 + COSJg SN €9

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten, erhdt man schlief3lich

2N gp =2 €0S &g SN g

= cosd, sine,
e0

nist wieder abhéngig von der Konstanten do des Bertihrungskegels.

Um die zweite Abbildungsgleichung zu erhalten, addiert man obige Gleichungen
2mp = 2 Sin dg COS £g

snd, cose, . o
m, =————  ,wobei n=cos §eSin sin gy
n

_sind, cose, *e,
cosd, sine,

, M, =e,xcote, tand,

und erhalt m, =€, >xcote,tand,  asHalbmesser des mittleren Breitenkreises do.

Der allgemeine Halbmesser eines beliebigen Breitenkreises ist

m=e, cote, tand, - e

_cosd,sine,
e0

Durch ¢ = M. und erhalten wir wieder die Abbildung in

Polarkoordinaten und durch Einsetzen von m und ¢ in ( 46 ) ist die Abbildung in
kartesischen Koordinaten gegeben.

Betrachten wir das Verhaltnis Kartenbreitenkreis — Kugelbreitenkreis k = nm/sind. Die
Werte fur k liegen in der ,Zone* zwischen d; und 6, unter 1, aul3erhab dieser Zone
Uber 1. Geometrisch bedeutet das, dass zwischen den beiden Schnittbreitenkreisen 8,
und &, sich der Kegel innerhalb der Kugel befindet. Die Bilder der Meridiane sind in
diesem Streckenabschnitt somit kirzer als die entsprechenden Meridiane auf der Kugel;
aulBerhalb der Zone sind sie langer. Die kleine Achse der Indikatrix liegt in der inneren
Zone in Richtung der Breitenkreise, auf3erhalb der Zone in Richtung der Meridiane.
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Die Winkelverzerrung berechnet nach ( 44 ) durch Einsetzen von aund b

W:Z\N:Zarcsinl-—b :chénm innerhalb der Zone und
1+b sind + mn
W = 2arcsina;1 = 2arcsinnm_—5'_r18 auRerhalb der Zone.
a+1 mn +sind

Aufgrund der Abstandstreue ( h = 1) drickt das Breitenkreisverhdltnis k zugleich die

Flachenverzerrung S aus. Analog zu den Breitenkreisverzerrungen werden in der

inneren Zone zwischen den beiden ’ ’ :
Breitenkreisen die Flachen durch die '0.:0@ 6‘:“‘
Abhildung  verkleinert,  auerhalb ..Q%% ‘
dieser Zone vergroRert. | g§$§$§§ /;:_ 3(3\ i
Abbildung 38 zeigt den eben A\ RSN o NG
berechneten  Entwurf  mit  den ‘L".. \f%g
langentreuen Breitenkreisen “:‘:@,‘:‘f :%ﬁ% ’
j 1=65°und] » = 35" "\4‘?‘0‘
L

Abb. 38

Tabelle>: Verzerrungswerte des abstandstreuen Kegelentwurf mit einem langentreuen
Breitenkreis (] o = 50°; my, & = So, bo, Wo) bzw. mit zwel [angentreuen Breitenkreisen
(] 1=65°]2=35% M, &=S, by, W))

j in® Mo m; =S H=S, by b> W, W,
0 1,7118 | 1,6925 | 1,3113 | 1,2818 1 1,0000 | 0,2702 | 0,2476
10 15372 | 15180 | 1,1958 | 1,1673 1 1,0000 | 0,1785 | 0,1546
20 1,3627 | 1,3434 | 1,1109 | 1,0827 1 1,0000 | 0,051 | 0,0795
30 1,1882 | 1,1689 | 1,0509 | 1,0222 1 1,0000 | 0,0497 | 0,0220
40 1,0136 | 0,9944 | 1,0136 | 1,0000 1 0,9831 | 0,0135 | 0,0171
50 0,3891 | 0,8198 | 1,0000 | 1,0000 1 0,9659 | 0,0000 | 0,0347
60 0,6646 | 0,6453 | 1,0182 | 1,0000 1 0,9774 | 0,0180 | 0,0229
70 0,4900 | 0,4708 | 1,0975 | 1,0424 1 1,0000 | 0,0930 | 0,0415
80 0,3155 | 0,2962 | 1,3918 | 1,2920 1 1,0000 | 0,3291 | 0,2554
90 0,1410 | 0,1217 ¥ ¥ 1 1,0000 | 3,416 | 3,1416

Aus der Tabelle lassen sich leicht die verbesserten Meridianverzerrungswerte erkennen,
sowie eine Verbesserung der Winkelverzerrung bei j = 0-30° sowie bei j =80-90°, d.h.
an den Randgebieten.

5 _ Werte aus WAGNER([32], Seite36/40 und HOSCHEK [14], Seite 60
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WINKELTREUE (KONFORME) KONISCHE ABBILDUNGEN

Um die Eigenschaft der Winkeltreue eines Entwurfs zu erhalten, muss, wie schon
festgestellt, das Meridianverhétnis gleich dem Breitenkreisverhdltnis sein. Da bei allen
Kegelentwurfen das Breitenverhdltnisk = nm/sing betrégt, muss das Halbmessergesetz

= f(5) so gestaltet sein, dass auch das Meridianverhdltnis h = nm/sind wird.
Das Meridianstiick Am gibt das Verhdltnis in den Meridianen an und bedeutet ,die
Differenz der Halbmesser zweier nahe benachbarter Breitenkreise (m + Am) —m - ins
Verhdltnis gesetzt zum entsprechenden Bogenstiicken des Kugelmeridians Ad.“ ( [32],
Seite 62 ); beziehungsweise infinitesimal dm/dd. Es muss also dm/dd = nm/sind gelten.

dm_ &5
m sind
dm - e dd
Om Osind

d
Inm:nlntan5+lnc

— et @
m=ctan"—
2

Wird & = 90°, erhdlt man den Halbmesser des Aquators, m = ¢. Fiir den im Breitenkreis
do bertihrenden Kegel wird n = cos &p und der Halbmesser my = tan 0. Wir kdnnen

schreiben
cosd
m, =tand, =c¢fan—-= ,wobeic= .
¢ 2¢ o0
e 29
und erhalten as allgemeinen Halbmesser
_.cosd
tand, do

Betrachten wir das Breitenkreisverhdltnis k = nm/sin

cosd, xﬂnan a@lo
a@l 0 €20 tannéadgg
K = vy dso  k=_3"d . &2¢
sind tan”a%g sind
€29

Man sieht: fir & = 8o wird k =1, fUr alle anderen 6 wird k > 1. Fur die Flachenverzerrung
Sergibt sich S= k%
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Schreibt man k unter Berticksichtigung von tan 6 = sind/coss und sin é = 2 sin (6/2) an,

30 erhalt man
d LN+l . .n-1
8%03—09 &in 49
_e 2g & 2p
. d .n-1 .n+1’
(?én Zo? 8%0599
e g € 2g

Dan<1,gilt n-1=- (1-n) , woraus sich

fur k ergibt

& 2¢0 & 2p Abb. 39
k, und damit auch h, weist fir 6 = O ( Pol ) den Wert « auf. Abbildung 39 zeigt eine
winkeltreue Kegelabbildung fur das BerUhrungsparallel jo = 50° (do = 40°). In der
Literatur wird dieser Kartenentwurf auch Lambert-Gauss-Projektion genannt.

FLACHENTREUE KONISCHE ABBILDUNGEN
Flachentreuer Kegelentwurf auf den Beriihrungskegel

Um den Wert von Flachen bel der Abbildung zu erhaten, muss das Halbmessergesetz
m = f(5) gewéahrleisten, dass die zwischen zwei Breitenkreisen liegenden Zonen mit den
entsprechenden Zonen auf der Kugelflache flachengleich sind. Die Flache einer
Kugelzone ist O = 2rRh (R = Kugelradius, hier = 1, h = Hbhe der Zone), wobei die
Hohe der Zone h = cosd — cos dp ist. In der Ebene ergibt sich fur die Kugelzone der
Sektor jenes Kreisringes, der durch den Kreisbogen des Breitenkreises o mit dem
Halbmesser m und dem Kreisbogen des beliebigen Breitenkreises mit dem Halbmesser
m begrenzt wird. Die Flache des Kreissektorsist Os = nan.

Den Féacheninhalt des Kreisringsektors erhélt man durch die Differenz des Kreissektors
mit Halbmesser mp und des Kreissektors mit Halbmesser m:

Os = nmmg? —

Setzt man die Flachen Os und O gleich, erhdlt man

np (mZ - m?) =2p(cosd - cosd,),

m? =g - 2(cosd - cosd,)
n
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Damy = tan 5o und n = cos &y, gilt

2(cosd - cosd,)

m* =tan’d, -
cosd,

Formt man das Halbmessergesetz

folgendermal3en um

cos®d, cosd,

]
mz_sm d0+2 2cosd

_sin*d, +2cos®d, 2cosd
cos®d, cosd,
_1+cos’d, 2cosd Abb. 40

cos’d, cosd,

erhat man

1+cos’d, 2cosd
m= -
cos’d,  cosd,

In Verbindung mit ¢ = nA und n = cos §p ist die Abbildung in Polarkoordinaten
gegeben, und durch Einsetzen in ( 46 ) in kartesischen Koordinaten.
Fir 6 = Ofolgt als Halbmesser des Pols

:\/1+coszd0 _ 2cosd :\/1+coszd0- 2cosd, _ 1+cosd,
cos’d, cosd, cos’d, cosd,

Das Bild des Pols ist somit ein Kreisbogen. Das Breitenkreisverhdtnis fur den Entwurf
ergibt sich durch Einsetzen in die allgemeine Form k = nm/sind. Das Meridianverhéltnis
lasst sich durch eine einfache Uberlegung rasch ermitteln: Bei flachentreuen Entwiirfen,
mit der Eigenschaft, dass sich Meridiane und Parallelkreise unter rechten Winkeln
schneiden, gilt h k = ab = 1. Fir das Meridianverhditnis h erhdt man somit

h = sné/nm.

Als Winkelverzerrung ergibt sich

nm sind
) : - 2 _ &§n2?
W = 2arcsin &2 = 2arcsinjSnd__nm_ :2arcsin|(nm)2 S|_n2d|
a+b nm _sind |(nm)? +sind|
snd nm
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3.3.3.2. Zylindrische Abbildungen

ALLGEMEINE ABSTANDSGLEICHUNG
Zylindrische Abbildungen kommen vor

- in normaler Lage mit geographischen Koordinaten fir aquatoriale Bereiche,

bei Seekarten auch in hoheren Breiten

- intransversaler Lage mit geodatischen Koordinaten

- seltenin schiefachsiger Lage
Die Zylinderabbildung ist, wie schon erwahnt, ein Grenzfall der konischen Abbildung.
Setzt man n = 0 und do = p/2, so kdnnen die Abbildungsgleichungen direkt aus den
Kegelentwiirfen gewonnen werden. Da bei n = O die Halbmesser aufgrund tan p/2 = ¥
werden, ist es nicht madglich, die eingeflhrten polaren Abbildungskoordinaten

anzuwenden. Der Zylinderflache wird ein rechtwinkliges X,y - System aufgeprégt,

wobei dieX-Achse auf dem Bertihrungslinie mit dem Aquator liegt, wahrend die

y -Achse in der durch den Nullpunkt gehenden Mantellinie des Zylinders gebildet wird.
Somit lauten die Abbildungsgleichungen

cl
csnj (48)

< X

Fur die zylindrischen Entwiirfe ist es sinnvoll, statt dem Polabstand d die geographische
Breite J zu benutzen. Die Variation von ¢ bedeutet nur eine Mal3stabsdnderung, da die

Konstante ¢ in den Gleichungen Xund y nur as Multiplikator vorkommt. Mit ¢ = 1

erhdlt man Zylinderentwiirfe mit langentreuen Aquator. Mit diesen wollen wir uns jetzt
ndher auseinandersetzen.

VERZERRUNGSVERHAL TNISSE beim Zylinderentwurf
Die partiellen Ableitungen der Bildflache lauten &= (1,0,0), & = (O,cos j,0). Fur die
Koeffizienten der ersten Fundamentalform gilt somit E=1, F=0,G =cosj .

Wir erhalten die Hauptverzerrungen:

E_[1 _ 1, [6_ |eoggj .
a=,—-= —=——,b=,== =cog
E \cos’j cog G 1
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MITTABSTANDSTREUE ZYLINDRISCHE ABBILDUNG

Abstandstreuer Zylinderentwurf mit Iéngentreuem Aquator

Durch die langentreue Abbildung des Aquators gilt fir die Meridiane X = A (der
Bogenabstand auf dem Aquator vom Nullmeridian). Fir die Breitenkreise gilt aufgrund

der Abstandstreuey = j. Die Abbildungsfunktionen lauten:

X=1Ly=0

Durch die Abbildung entsteht ein quadratisches Netz, ,Quadratische Plattkarte”
genannt, in der Form eines p hohen und 2 p langen Rechtecks. Der Pol, X =1,y =p/2
erscheint als aquatorlange Linie und bildet somit eine Unstetigkeitsstelle der Abbildung.
Das Breitenkreisverhdltnis entsteht anschaulich durch das Verhdtnis der Lange der
Bildbreitenkreise von 2p zur Lange der entsprechenden Breitenkreise auf der Kugel von
2p cos j. Dadurch gilt k = 1/cos j. Offensichtlich ist k bel j = p/2 nicht definiert;
ansonsten gilt k s 1. h =1 aufgrund der Abstandstreue, wodurch die grof3e Achse a der
Indikatrix in Richtung der Breitenkreise liegt. Aufgrund von h = 1 (=b), ist die
Flachenvergrofierung S = h k = k. Die Winkelverzerrung hat den Wert

1
_ . la-b|_ . la-1 .| cosj _ . |1- cosj | _ : 2]
W =2arcsin——| = 2arcsin——| = 2arcsin—— = 2arcsin —| =2arcsintan“ —
atb a+l 1 + 1+ cosj 2

cosj

Ein solcher Entwurf war schon im Altertum bekannt. Aufgrund seines rechtwinkligen
Koordinatensystems ist er ideal fur das Verzeichnen von mit geographischen

Koordinaten gegebenen Punkten.

WINKELTREUE (KONFORME) ZYLINDRISCHE ABBILDUNG

(MERCATORPROJEKTION)
Man setzt wie bel den winkeltreuen Abbildungen zuvor aufgrund der Bedingung fur
Winkeltreue das Verzerrungsverhaltnis im Breitenkreis mit dem Verzerrungsverhaltnis
im Meridian gleich. Das Breitenkreisverhdltnis aller Zylinderentwurfe ist k = 1/cosj.
Das Meridianverhdtnis entsteht aus der Differenz der Abstande zweier infinitesimal
benachbarter Breitenkreise (y + dy ) — y im Verhdltnis zu dem entsprechenden
Bogenstick dj.
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Setzt man diese beiden Verhdltnisse gleich

d cog coy

ergibt sich die Differentialgleichung der
Mercatorkarte.

Lost man die Differentialgleichung, erhét man

< ® ] 0

=Intanc—+—=
i VR
Fur die X -Werte ergibt sich analog zu den
anderen Zylinderentwirfen

X =1

Mochte man diesen Entwurf fur zwei [angentreue Breitenkreise ausfiihren, so entsteht
aufgrund der Winkeltreue dasselbe Netz — alle diese Netze sind einander @hnlich.

Fur hund k gilt aufgrund der Winkeltreue (W =0) h =k = 1/cosj . Die Verzerrung der

Flachenwerte, S ist h k= 1/cos’j. Dies fiihrt zu einem raschen Anwachsen der

Verzerrung. Betrachtet man zum Beispiel einen Entwurf mit dem Beriihrungsparallel

60°, so wird wegen cos 60° = Y2, Sgo = 4. Dadurch ist dieser Netzentwurf fir

allgemeine Karten sehr ungeeignet. Seine weite Verbreitung verdankt das Netz aber der
Tatsache, dass die Loxodrome als Geraden abgebildet werden.

FLACHENTREUE ZYLINDRISCHE ABBILDUNG

Flachentreuer Zylinderentwurf mit |angentreuem Aquator

(Archimedischer oder Lambertscher fldchentreuer Zylinderentwurf)

Fur die Bedingung der Flachentreue, setzen wir analog zur Vorgehensweise bel den

eigentlichen Kegelentwurfen die Bildoberflache und die Kugeloberflache einer Zone
gleich, wobei die Oberflache einer Kugelzone bestimmt ist durch 2ph ( R = 1) mit

h = cos d; — cos d,. Oder auf den Aquator bezogen mithilfe der geographischen Breite

ausgedriickt h = sin j1 — sin j2. Im Falle, dass y = j, der Aquator ist, ergibt sich

sin j» = 0. Die Oberflache der Kugelzone vom Aquator zum Breitenkreis j ist somit

O=2psnj.
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Dader Aquator langentreu abgebildet werden soll, wird die Kugelzone in ein Rechteck
der Lange X = 2p Ubergeftihrt. Die Hohe y des Rechtecks kann durch das Gleichsetzen
der Flacheninhalte der Kugelzone und des Rechtecks ermittelt werden
2py =2psinj,somit Yy =snj

Durch die erste Abbildungsgleichung der Zylinderentwiirfe mit langentreuem Aquator,
X=1, erhaten wir die gesamte Abbildung. Das VergrofRerungsverhdtnis im
Breitenkreis it wie beim abstandstreuen Zylinderentwurf k = 1/cosj; im Meridian
betragt das Vergrofierungsverhdtnis h = cos j. Man sieht: Die Flachenverzerrung als
Kriterium der Flachentreue betragt: ab=hk =1. Dal/cosj s 1 und cos j ¢ 1 gilt,
liegt die grole Achse a der Indikatrix in Richtung der Breitenkreise. Fur die

Winkelverzerrung erhalten wir

1 .

— - cOS] 1. coc?

W:2arcsina; =2 ncolSJ = 2arcsin| >

a _ +cosi 1+ cos?j

cosj
==
: G ey e ot -
Abb, 42

Schon ARCHIMEDES (287-212 v. Chr.) kannte die Formel zur Berechnung des
Kugelzonenfldcheninhalts, aber erst der Mathematiker Johann Heinrich LAMBERT
wandte diese Formel fur den flachentreuen echten Zylinderentwurf an.
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3.3.3.3. Azimutale Abbildungen

ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNG
Diese Entwurfsgruppe stellt den Sonderfall von Kegelabbildungen mit n = 1 dar. In
diesem Fall schneiden sich die Meridiane am Pol unter ihren wahren Winkeln, wodurch
kein Offnungswinkel entsteht. Azimutale Abbildungen kénnen die Abbildungsebene in
allen Lagen haben, meist mit geographischen Koordinaten. Bei den azimutalen
Abbildungen treten neben den mittabstandstreuen, flachentreuen und konformen auch
auf elner echten Pergpektive beruhende Projektionen auf.
Die Abbildungsgleichungen erhdt man direkt aus jenen der Kegelentwurfe, indem man
n =1 bzw. dy = 0 setzt. Fur den abstandstreuen Entwurf mit einem Berthrparallel mit
dem Halbmessergesetz m = tan do — (do - d) erhdlt man unmittelbar fir do =0 m=d.
Man kann die Abbildungsgleichungen aber auch so wie bisher, mit geometrischen
Uberlegungen herleiten.
Der Namen ,,azimutale Entwirfe” ergibt sich aus der Tatsache, dass sich der Azimut
samtlicher Punkte des Entwurfs in Bezug auf eine feste Richtung und auf den
Berthrungspunkt der Projektionsebene nicht verandert.
Der Pol, der Berthrungspunkt zwischen Kugel und Ebene, bildet auch den
Kartenmittelpunkt. Dies fuhrt zu der Eigenschaft azimutaler Entwirfe, dass smtliche
Punkte auf der Kugel, die vom Pol dieselbe Entfernung haben, ebenso in der Ebene
abgebildet sind.
Das azimutale Koordinatensystem ist hier mit dem geographischen identisch. Der

Nullmeridian des Globus soll sich auf die positive y - Achse abbilden.

(49)

VERZERRUNGSVERHALTNISSE beim Azimutalentwurf
Die Verzerrungsverhdltnisse lassen sich leicht aus den allgemeinen Hauptverzerrungen
beim Kegelentwurf ableiten. Setzt man n = 1, erhdlt man
m
LU d

a : - 1
Rsind Rd5
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MITTABSTANDSSTREUE AZIMUTALE ABBILDUNG
Fur eine abstandstreue Abbildung muss der Abstand der Breitenkreise vom Pol
(Bertuhrungspunkt) in der Karte dem entsprechenden Abstand der Breitenkreise vom Pol
auf der Kugel entsprechen. Somit ergibt sich als Halbmessergesetz m = d und mit der
Gleichung c = I erhalten wir die gesamte Abbildung in Polarkoordinaten.
Fur die Darstellung in kartesischen Koordinaten setzt manin ( 46) ein.

X =dsnl, y =dcosl

Das Breitenkreisverhdtnis ist analog zu den anderen Kegelentwirfen k :_L = L .
snd sind

Aufgrund der Abstandstreue gilt fur das Meridianverhdltnis h = 1. Die Flachen-

verzerrung entspricht damit dem Breitenkreisverhdltnis, S = k. Als Winkelverzerrung

erhalten wir
a-b 'd -1
W = 2arcsin—‘ = 2arcsin/SNd___
a+b d .4
sind

Wegen lim—3_ =1 ist die Abbildung im Pol
d®09nd

langentreu und in der Polregion nur wenig
abweichend davon.

Der Entwurf wurde schon von MERCATOR
angewendet, ist aber wahrscheinlich dlter.

Abb. 43 Antarktis
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WINKELTREUE (KONFORME) AZIMUTALE ABBILDUNG -
STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION
Aufgrund der Winkeltreue muss wiederum das Breitenkreisverhdtnis dem
Meridianverhdtnis gleichgesetzt werden. Das Bretenkreisverhdltnis ist bei azimutalen
Entwirfen k = m/sind. Fir das Meridianverhdltnis setzt man den infinitesimalen
Halbmesserzuwachs ins Verhédtnis zum entsprechenden infinitesimalen Bogenstiick des
Kugelmeridians, h = dm/dd.

Darausfolgtwegenh:k:_izd—m, d—m=£
snd dd m snd

Statt der Lésung der Differentialgleichung kann man sich durch Zurlckgreifen auf den
winkeltreuen Kegelentwurf schon gewonnener Informationen bedienen. Indem man dort
n=1und c = 2° setzt, erhélt man als Halbmessergesetz dieser Abbildung mit

langentreuem Aquator m= 2 tan% :

In Verbindung mit ¢ = | ist die Abbildung in Polarkoordinaten gegeben, in
Kartesischen Koordinaten durch Einsetzen in ( 49).
Man sieht:
Die Punkte des Aquators ( d = 0) sind Fixpunkte der Abbildung, dh. m(0) = 0,
c(h=1L
Fur d im Intervall ( 0, p/2) befinden sich alle abgebildeten Punkte innerhalb des
Aquatorkreises, firr d auRRerhalb dieses Intervalls auRerhalb des Aquatorkreises.
Fir d = -p/2 ist die Abbildung unbestimmt. Z&hler und Nenner verschwinden.
Der Projektionspunkt S hat keinen Bildpunkt.
Dieser Netzentwurf stellt im Gegensatz zu den bisherigen
eine Projektion im mathematischen Sinn  dar. Das
Halbmessergesetz kann somit auch rein geometrisch
gefunden werden:
Aus der Abbildung 44 kann man leicht erkennen, dass
NP'= NS tan d/2. Dabeim Einheitskreis die Strecke NS den
Wert 2 aufweist, ergibt sich als Halbmesser NP'= 2 tan d/2

Abb. 44

ergibt.

® Im Kartenmittelpunkt (Bildpunkt des Pols) sollen keine Verzerrungen auftreten:

ctan— i
Fird=0folgtc=2.
k= .m =1=> = ¢ =1. u Y
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Durch Projektion der Punkte der Kugelflache vom Sidpol aus durch Strahlen auf die
Ebene, die im Nordpol die Kugel tangiert, wird die Kugel auf die Ebene abgebildet.
Dieser Entwurf zeichnet sich vor allem durch zwei Eigenschaften aus. Die Winkeltreue
und die Kreistreue ( Beweise der Eigenschaften findet man bei Schroder, [26], Seite
26ff ).

Kreistreue bei einer Abbildung bedeutet, dass sie Kreise auf der Sphare wieder as
Kreise abbildet, mit Ausnahme der Kreise, die durchs Projektionszentrum gehen, diese
werden als Geraden wiedergegeben.

Die Wahl des Projektionszentrum ist fir diese beiden Eigenschaften natirlich nicht
entscheidend. Wahlt man einen Pol als Projektionszentrum, so nennt man die Projektion
eine polstdndige Projektion oder Azimutalprojektion. Liegt hingegen das
Projektionszentrum in einem Punkt des Aquators, so erzeugt man eine querachsige oder
aguatorstandige Projektion. Bel beliebiger Wahl des Projektionszentrums, spricht man
bei entsprechender Festlegung der Bildebene von einer schiefachsigen
stereographischen Projektion.

Das Breitenkreisverhaltnis ist

k= _m =1 . Entsprechend lautet aufgrund der Winkeltreue das
sind 2
cos 5

Meridianverhdltnis h = , wobel h = k > 1. Fur die Flachenanderung ergibt sich

cos® —
2

S = 1 g Wegen cos45°:gwird Koo

cos® —
2

®e2 .
=C—=+ =2unddamitS,, =4. In 90°
&2 ?

Q o,

Polabstand werden die Flachen also bereits vervierfacht.
Die Projektionsidee ssammt von HIPPARCH (160 - 125 v.Chr.) Die Eigenschaft der
Winkeltreue wurde erst spéter entdeckt.

FLACHENTREUE AZIMUTALE ABBILDUNG
Analog zu den vorherigen flachentreuen Abbildungen setzt man Teile der Kartenebene
mit entsprechenden Teilen der Erdoberflache gleich. Wir betrachten die Oberflache
einer , Kugelhaube* bis zum Breitenkreisd, O =4 p sin® d/2. Auf der Ebene entspricht

dieser Teil einer Kreisflache mit dem Radius m und dem Flacheninhalt pm?.
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Durch Gleichsetzen folgt fur das Halbmessergesetz
pm* =4p sinz% = m=23in%

Das Breitenkreisverhaltnis betragt

25in9 25in9
_ m _ 2 _ 2 _ 1
““and snd ..d_d T 4q
sind sind 29N —CoS— COS—
2 2 2

Aufgrund der Flachentreue kbnnen wir somit aus k
das Meridianverhdtnis ermitteln: h = cos d/2.
Betrachtet man die beiden Verhdltnisse naher, so

sieht man: k sl und hc 1. a, die grol3e Achse der
Indikatrix liegt stets in Richtung der Breitenkreise.
Am Pol (d = 0) werden die Verhdtnisse 1, somit ist
die Abbildung dort verzerrungsfrei.

PROJEKTIONEN- PERSPEKTIVEN
Unter projektiven Entwurfen verstent man solche Entwiirfe, die durch direkte Projektion
der Kugelpunkte von einem Augenpunkt aus auf eine Ebene gewonnen werden. Bei der
zuerst beschriebenen winkeltreuen Azimutalprojektion, der stereographischen
Projektion, lag dieser Augenpunkt im Gegenpol des Berthrungspunktes der
Projektionsebene.

Wie jedoch ist das Halbmessergesetz zu finden, wenn dieser Augenpunkt O allgemeine
Lage hat ?

Neben der Abhéngigkeit vom Polabstand d des
Kugelpunktes P wie bisher, ist m (d) zusétzlich abhangig

von der Lage von O. Zur ndheren Untersuchung
definieren wir die Entfernung von O zum Erdmittelpunkt
M als ,, Augenabstand“ D.

Nach Abbildung 46 ist offensichtlich AP = sin d,
AM =cosd, NM = 1.

Die Dreiecke ONP und OAP sind &hnlich, daher gilt

NP :ON b m=NP = AP > ON
AP OA OA
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DaON =D+1, OA =D + cosd, gilt

m= (D+1)sind
D +cosd

(50)
Wir haben das Halbmessergesetz mit den Variablen D und d erhalten. Betrachten wir
die stereographische Abbildung, so gilt D = 1. Eingesetzt in die Formel ergibt sich das
uns schon bekannte Halbmessergesetz

4singcos9
:12S|ndd _ 2 : 2 =2tand5
+ cos 200825

GNOMISCHE PROJEKTION - ZENTRALPROJEKTION
Die Gnomische Abbildung oder Zentraprojektion, durch die eine azimutale Abbildung
entsteht, erhdlt man fir den Fall, dass D = 0 wird, der Augenpunkt sich also im
Erdmittelpunkt befindet. Eingesetzt in ( 50 ) erhalten wir fur das Halbmessergesetz
m = tand.

Das Breitenkreisverhdtnis ist, wie bei allen azimutalen Entwirfen k :_i = -
snd cosd

Daim Aquator cos 90° = 0, ist die Abbildung auf eine Flache kleiner als die Halbkugel
beschrankt. Das Langenverhdltnis im Meridian wird sogar 1/cos’d, sodal die
Flachenanderung S = 1/cosd betragt. Die Winkel anderung folgt aus

1 1 . ,d
a-b i 1- cosd 2sn” d
snw =+ =+ C05d cosd =4 2 = +tan—
a+b 1 1 1+cosd . 29 2

cos?d cosd 2

Folgender Vorteil macht das Netz trotz der enormen Verzerrungsverhaltnisse bedeutend
fur die Praxis: Eine Grof3kreisebene verlauft stets durch den Kugel mittelpunkt. Dadurch
liegen die ,Sehstrahlen” vom Kugelmittelpunkt zu den Grof3kreispunkten in einer
Ebene in dieser Grol3kreisebene. Schneiden sich zwei Grol3kreisebenen, entsteht eine
gerade Linie, somit auch beim Schnitt der Grol3kreisebene mit der Projektionsebene.
Damit ist anschaulich klar, dass alle Grof3kreise als Geraden abgebildet werden. Diese
Eigenschaft macht das Netz besonders geeignet fur die Bestimmung des Verlaufs der

Orthodrome zwischen zwei Punkten.
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ORTHOGRAPHISCHE PROJEKTION
Betrachten wir einen perspektivischen Entwurf mit dem Augenpunkt im Unendlichen.
Wegen D = ¥, muss man in ( 50 ) den Grenzibergang D — oo durchfihren:

16.
pepsnd . ST o2 g
e P R
D +cos 1+ —cosd
D
Man erhdlt dann als Halbmessergesetz
m=sind
a=I
In Kartesischen Koordinaten
X =sindsinl
y =sind cosl

Man erkennt: Die Meridiane werden als Geradenbtischel abgebildet, die Breitenkreise
als konzentrische Kreisschar. Das Verhdltnis von Breitenkreisabbildung zum Urbild ist
Isind / Isind = 1. Die Breitenkreise werden also langentreu abgebildet. Das

Verzerrungsverhédltnis im Meridian betragt cos d, denn a; = (cosd cos I, cosd sin 1, 0),

womit G = cos’d cos’| +cos?’d sin?l =cos’d . DaG = R? = 1, erhélt man nach ( 40)
h = cosd.

Die orthographische Projektion wird vor alem in transversaler Lage fur die Abbildung
von Planeten verwendet.

Zum Abschluss des Kapitels tiber die echten Entwrfe folgt eine Zusammenstellung der
nun beschriebenen Grundtypen mit den Abbildungsgleichungen. Die Abbildungen sind
samtlich dem Werk von Wagner [32] entnommen.
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Eigenschaft | K egelprojektionen Zylinder projektionen Azimutale Projektionen
dquidistant/ | Abstandstreuetreue Kegelprojektion | Quadratische Plattkarte Abstandstreue Azimutal projektion
langentreu Ho L deg e PR [Tt T LT
5""“"{_’ I i 1;\7;@ ks 8
(«L,” - =i M
ANSREENG R
¥ RN ! N
L [
i : Tan
e TP (T MR
_ . _ X=A,Yy=0
m=tandy—(dy - d), c =nl
m=d,c=1
winkeltreu Lambert-Gauss-Projektion Mercatorprojektion
[lég” ol Ll k|
o 1{ H
EIER: CLEN AR
T h'u'\"]
g A
Il ; I
s
{
x=1, :Intana@+j—9
Y €4 2g
aquivalent/ Lamberts Zylinderentwurf
flachentreu

1+cos’d, 2cosd
m_ -
cosd,

c=nl

A

et t N A i e
p =3
N i
SR TS
.
] i
e
= =
x=1ly=sn]j

m=tand,c=1

Zentralprojektion - Gnomische Projektion
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3.3.4. NICHTKEGEL IGE ENTWURFE

Als ,,unechte Entwirfe" bezeichnet man in der Kartographie alle Abbildungen, die nicht

echte Entwrfe darstellen; also solche Abbildungen, die die Meridiane nicht in Geraden
oder die Breitenkreise nicht in Kreise oder Geraden Uberflihren. Im Gegensatz zu den
echten Entwirfen kann hier generell kein schematischer Weg eingeschlagen werden.
Unechte Entwrfe werden vor allem fur eine Abbildung der gesamten Erdkugel oder
grol3er Telle der Erdoberflache verwendet, wobel das Kriterium der Fl&chentreue im
Vordergrund steht.

Eine kurze Auswahl der bekanntesten Entwurfe:

Abweitungstreuer flachentreuer Kegelentwurf (Mercator-Bonnescher Entwurf)

Ausgangspunkt des Entwurfs ist der abstandstreue Kegelentwurf auf einen
Bertihrungskegel mit dem Halbmessergesetz m = tan 6o — (60-6). Auch beim Mercator-
Bonneschen Entwurf gilt die Forderung, dass das Langenverhaltnis der Meridiane h=1
gleich bleibt. Das Halbmessergesetz bleibt somit unverandert. Das Langenverhdtnis der
Breitenkreise war k > 1. Durch eine langentreue Teilung der Breitenkreise erlangt man
Abweitungstreue, dh. die Lange eines beliebigen Bogenstiicks PoP auf einem
Breitenkreis muss mit der entsprechenden Lange auf der Kugel gleich lang sein. Man
setzt die Lange des Bogens PoP (Halbmesser mal Offnungswinkel) = m ¢ mit der
entsprechenden Lange auf der Kugel = A sin & gleich, und erhélt fur c

mc=AsNno

ASIN
c=
m

(51)

ASIN

Durch die beiden Gleichungen m = tan 6o — (80-0) und c = ist der Entwurf in

Polarkoordinaten gegeben. Analog zu den eigentlichen Kegelentwirfen l&sst er sich
durch X =msinc, Yy =m-mcosc (X, y bezogen auf den Schnittpunkt eines jeden
Breitenkreises mit dem Mittelmeridian) in rechtwinklige Koordinatenschreibweise
Uberfuhren.

Die Geradlinigkeit der Meridiane und die Rechtschnittigkeit des Netzes kann nicht mehr
erhalten werden. ¢ = g (A, 6 ) ist nun eine Funktion mit zwei Variablen. Somit variiert
der Richtungswinkel firr jeden Punkt eines Meridians mit der Anderung des
Polabstandes. Der Pol selbst (6 = 0) erscheint auf der Karte wieder als Punkt, da

aufgrund vonsin0 =0, I = 0 wird.
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Der Halbmesser des Pols betragt durch Einsetzen in ( 51 ) fir 8 = 0 my, = tan 5o — 0. Der
Pol ist somit nicht gleichzeitig Nullpunkt des Koordinatensystems.

Fiir die Verzerrungen erhalten wir’

2
k=1, h:\/1+|—2(mcosd - sind)?, tanq’:la(mcosd - sind), wobei q° der Winkel
m

ist, den das Bild des Meridians mit dem Bild des Breitenkreises in der Abbildung
einschliefdt ( bisher immer 90° ).
Die Winkelverzerrung betragt

tanw :%tanq’

Das Meridianverhdltnis und die Winkelverzerrung variieren wie schon bemerkt je nach
geographischer Lange 1, wobei die Winkelverzerrung auf jedem Breitenkreis linear mit
der Lange wéchst.

Je grofder die Entfernung vom Nullmeridian, desto rascher wachst die Winkelverzerrung
auf den einzelnen Breitenkreisen, mit Ausnahme des verzerrungsfreien
Beruhrungsparallels  &o. Dadurch ergibt sich in der Kate eine starke
»Schiefschnittigkeit” der Randgebiete. ,,Das Netz ist ohne Einschréankung als schlecht
zu bezeichnen.” ( [32], Seite 162 ). Und dennoch war dieses Netz vor allem Ende des
18. und im 19. Jahrhundert sehr beliebt. Die flachentreue Abbildung mit langentreuen
Breitenkreisen schuf Rigobert BONNE (1727-1795) 1752.

Auch beim abweitungstreuen Kegelentwurf kann man, wie bei seinem Ausgangspunkt,
dem abstandstreuen Kegelentwurf, die Grenzfdle von d, &, = 0 und 69 = 90°
untersuchen, um zu neuen Entwtirfen zu gelangen. Den Grenzfall 5o = 0 bezeichnet man
als Stab-Wernerschen Entwurf, der wegen seines herzférmigen Netzes sehr oft benutzt

wurde. Genauer untersuchen wollen wir jedoch diesen Entwurf:

Abweitungstreuer flachentreuer Zylinderentwurf (M ercator-Sanson-Entwurf)
Den Grenzfall 5o = 90° bezeichnet man als Mercator-Sanson-Entwurf. Er entspricht

einem abweitungstreuen Zylinderentwurf. In Anlehnung an die Vorgangsweise beim
vorigen Entwurf, gehen wir vom abstandstreuen Zylinderentwurf auf einen
Berthrungsparallel aus. Die Abbildungsgleichungen des abstandstreuen Zylinder-

entwurfslauten X =4, y = o.

" nach [32], Seite 161
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Das Abstandgesetz der Breitenkreise bleibt unverandert. Die Breitenkreise werden
wieder langentreu geteilt. Wenn jeder Breitenkreis langentreu abgebildet werden soll,
dann muss X = cos ¢ werden.

Somit haben wir den Entwurf mit folgenden Abbildungsgleichungen in Polar-
koordinaten erhalten:

X =ACOSQ, Y =¢

Die Abbildung fuhrt die Breitenkreise in Geraden, die Meridiane in Kosinuskurven
tiber, deren Amplituden auf dem Aquator messbar sind. Der Pol erscheint in der Karte
wieder als Punkt, da cos 90° = 0. Die Bilder der beiden Pole sind gemeinsame
Knotenpunkte der Kosinuslinien. Auch bei diesem Kartenentwurf fallt wie zuvor die
nach den Randgebieten hin stark zunehmende Schiefschnittigkeit auf. Betrachtet man
die Kontur der Planisphére, so wird sie von zwel Kosinuslinien mit dem Amplituden
P
y1 = -p bzw. y» = p gebildet. Da az‘):osxdx=2a8, erhalten wir als Flache der
p
Planisphére A = 4p. Diese ist gleich der Oberflache der Einheitskugel. Der Entwurf ist
flachentreu. Die Flachentreue ist aber auch lokal gegeben, denn die partiellen
Ableitungen der Bildflache lauten: & = (cos j, 0, 0), g = (-1 sn j, 1,0). Fir die
K oeffizienten der ersten Fundamentalform erhalten wir E = cos’j, F =- I sin j cos j,
G =1 + I? s j. Somit gilt
EG - F* =E G-F?. Durch Einsetzen
in ( 40 ) erhdlt man mit R = 1

h=1+128n?%] .

Die Winkeltreue ist im allgemeinen

nicht erfallt, denn F ist nicht gleich
0. Nur far Punkte des Mittel-
meridians und des Aquators gilt sie. Wegen der Einfachheit der Abbildungs-

gleichungen eignet sich dieser Entwurf as Ausgangselement fur eine
Kartennetztransformation. (siehe Kapitel 3.3.4.1.)

Der Netzentwurf geht auf Mercator zurlck, seit 1650 wurde er von Nicolas
SANSON D.A. (1600-1667) vielfaltig popularisiert.

8 Aufgrund der Langentreue am Aquator gilt a= p. Die durch das Integral erhaltene Flache ergibt durch
die Eigenschaft der Flachentreue des Entwurfs durch Verdoppelung die Planisphérenflache.
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Abstandsgleicher unechtzylindrischer Entwurf mit elliptischen Meridianen (Netz

des Apianus)

Flachentreuer unechtzylindrischer Entwurf mit  elliptischen Meridianen

(Mollweides Entwurf)

Der Versuch, die angesprochene Schiefschnittigkeit der vorigen Entwirfe zu
verbessern, fuhrt auf zwel weitere Entwirfe. Die Idee ist, fir die Abbildung der
Meridiane Kurven mit grofRerem Anstieg als der der Kosinuskurven einzusetzen. Bei
den folgenden Entwurfen wurden jene Kurven verwendet, die gewéhrleisten, dass die
Halbkugel als Kreis dargestellt wird. Teilt man wieder die Breitenkreise linear, erhélt
man fir das Bild der Meridiane ein koaxiales Bertihrungsbtischel von Ellipsen. Fuhrt
man die langentreue Teilung beim Nullmeridian und Aquator durch, so weiss man, dass
der Halbmesser des die Halbkugel begrenzenden Meridians n/2 ist. Aquatorbild und
Nullmeridianbild stellen dann die gemeinsamen Achsen der Ellipsen dar.

Die anderen Meridiane werden Ellipsen mit der grof3en Achse b = n/2 und der kleinen
Achse a = A. Die Breitenkreise werden gerade Linien parallel zum Aquator mit ihrem
wahren Abstand y = ¢ von diesem.

o2 o2
Die Meridianellipse ist durch die Gleichung :(—2+—2 =1 gegeben. Nach X aufgeltst

ap 0
8221

Jp?- 4 7.y=]

ergibt sich |
X=—
p

Im Folgenden fihren wir eine neue Variable ein, sodass die Formeln fur die
Berechnung geeigneter werden. Dazu betrachten wir nochmals die Ellipsengleichung in

2 2
folgender Form gﬂg >‘<2+I272:I28’ig. Setzt man X = A cos y, so hat die
Y é2g

Gleichung die Form

.2 .2
8&_19 L2cos’y + A°y? = nge_tg ,worausy =—siny folgt.
e2g 29 2
Nachdem laut Abbildungsgleichungen y = ¢ gilt, erhé@lt man fur die Bestimmung der
neuen Variablen y siny -3 :

T

Der Entwurf ist in folgender Form gegeben:

x=f(ly)y=¢)y =t()
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FUr unseren aktuellen Entwurf :

X =\COSsy, Vzgsin\y mit\y:arcsinzl—
T

Der Entwurf wird auch ,zweite Projektion des Apianus* genannt.

Ersetzt man die Forderung der Abstandstreue durch die der Flachentreue, erhdt man
den Mollweideschen Entwurf. Erneut wollen wir, dass die Begrenzung der Halbkugel in
einen Kreis ubergefuhrt wird. Das Bild der Halbkugel, die von den Meridianen 90°
Ostlicher und westlicher Lange gebildet wird,
geht in einen Kreis mit dem Mittelpunkt im
Schnittpunkt von Aquatorbild und Nullmeridian-
bild tber. Die Erdkugel zeigt sich als Ellipse,
wobel als Folge der Flachentreue die halbe

Hauptachse der Lange des Kreisdurchmessers
entspricht. Abb. 48

Um die Flachentreue des Entwurfs zu gewahrleisten, missen die Flacheninhalte der
vom begrenzenden Meridian umschlossenen Flache und des entsprechenden Tells der
Kugelflache gleich sein.

Da mit dem Halbmesser r = p/2 die Kreisflache auf der Karte zu grol3 werden wiirde,
fugt man ihm einen Faktor n < 1 an. Dieser wird durch Gleichsetzen der entsprechenden
Flacheninhalte ermittelt. Der Flacheninhalt der Kreisflache

2_2
betragt nn xt. Die halbe Kugeloberflache mit dem
Einheitshalbmesser betragt 2 7. Somit gilt / \
2.2 ~ M F
P =2pni=
4 ’ p? o7
22
n=—-
p
Als Radius erhalten wir nun +/2..

Abb. 49

Um die Flachentreue lokal zu gewdhrleisten, muss eine Beziehung zwischen dem
Parameter v und der Breite ¢ aufgestellt werden.

Man betrachtet einen beliebigen Breitenkreis PP’. Die Flache PMOA auf der Karte ist
der Flacheninhalt des Dreiecks PMO addiert mit dem Flacheninhalt des Sektors POA.
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Der  Flacheninhalt  des  Dreiecks  PMO  ist PM’Z'V'O:SHZZW,

da PM =+/2cosy und MO=+/2siny.
Als Flacheninhalt des Sektors POA erhélt man 27\" =y,

Die der Flache PMOA entsprechende Kugelflache betréagt ein Viertel jener
Kugelzonenflache (n/2) sin o, die der Aquator und der Breitenkreis PP einschliefen.

Durch Gleichsetzen erhalten wir y + sSn2y

=gsinj oder Y +s8n%y =psnj .

Die Abbildungsgleichungen X und y des Netzes werden mit dem Faktor n

multipliziert, da sich die Achsen der Meridianellipsen vona= A und b = n/2 auf a=n\
und b = nn/2 gedndert haben.

Der Entwurf istinder Form X =f (A, v), ¥ =9 (v, ¢), ® = (y,9) = 0 gegeben:

X = cosy, VY :\/Esin\p, 2y +9N2y = isinj

Bei der Anwendung dieses Entwurfes tritt also eine transzendente Beziehungsgleichung
zwischen y und ¢ auf: 2y +39n2y =znsnj |, die nur eine ndherungsweise Berechnung

der Hilfsvariablen y aus j gestattet.

Vergleicht man die Abbildungen 47 und 48 so ist die Verbesserung des Entwurfs
gegeniiber dem Mercator-Sanson-Entwurf im Bezug auf die Schiefschnittigkeit des
Netzes offensichtlich. Die Spitzen im Pol des Mercator-Sanson-Entwurfs fallen beim
Mollweideschen Entwurf weg. Die Kosinuskurven der Meridiane wurden durch die
Meridianellipsen mit ¢ bis zu 65,5° steileren Verlauf ersetzt. Dies bemerkt man auch
bei Betrachtung der Tabelle der Verzerrungsverhdltnisse. Die geringere
Winkelverzerrung beim Mollweideschen Entwurf 18sst sich aus den folgenden Tabellen
erkennen.

109



SPHARISCHE GEOMETRIE UND KARTOGRAPHIE

TABELLE 2°: Winkelverzerrung beim Mollweidschen Entwurf

[0) 1=0°| 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
90° | 108,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00 | 180,00
80° | 57,54 | 60,33 | 67,53 | 76,83 | 86,45 | 95,47 | 103,53 | 110,58 | 116,68 | 121,95
70° | 32,64 | 36,03 | 44,31 | 5456 | 6501 | 73,61 | 83,85 | 91,85 | 98,92 | 105,15
60° 17,45 | 21,54 | 30,44 | 40,64 | 50,80 | 60,42 | 69,31 | 77,40 | 84,71 | 91,28
50° 7,00 | 12,39 | 2146 | 30,85 | 39,99 | 48,70 | 56,88 | 64,48 | 71,51 | 77,92
40° 0,47 801 | 1593 | 23,69 | 31,25 | 38,54 | 4551 | 52,15 | 58,44 | 64,36
30° 5,76 824 | 13,10 | 18,49 | 23,99 | 29,45 | 34,83 | 40,07 | 45,16 | 50,07
20° 930 | 10,08 | 12,11 | 14,88 | 18,03 | 21,38 | 24,81 | 28,28 | 31,75 | 35,20
10° 11,34 | 11,51 | 11,98 | 12,73 | 13,71 | 14,87 | 16,17 | 17,58 | 18,57 | 20,62
0° 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01 | 12,01

TABELLE 3%

Im Vergleich dazu die Winkelverzerrung beim Mercator-Sanson-

Entwurf

J 1=0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
90° 0 19,80 | 38,50 | 55,27 | 69,83 | 82,22 | 92,64 | 101,40 | 108,78 | 115,04
80° 0 19,50 | 37,95 | 54,55 | 69,02 | 81,35 | 91,76 | 100,54 | 107,95 | 114,24
70° 0 18,63 | 36,32 | 52,40 | 66,53 | 78,71 | 89,08 | 97,89 |105,37 (111,77
60° 0 17,18 | 33,63 | 48,78 | 62,32 | 74,46 | 84,41 | 93,23 | 100,82 | 107,36
50° 0 15,23 | 29,95 | 43,72 | 56,28 | 6753 | 77,47 | 86,21 | 93,85 | 100,54
40° 0 12,80 | 25,30 | 37,20 | 48,33 | 58,58 | 67,89 | 76,29 | 83,82 | 90,55
30° 0 9,97 19,80 | 29,35 | 38,50 | 47,15 | 55,27 | 62,84 | 69,84 | 76,29
20° 0 6,83 13,62 | 20,30 | 26,87 | 33,24 | 39,41 | 4536 | 51,05 | 56,49
10° 0 3,47 6,93 10,35 | 13,83 | 17,19 | 20,57 | 23,90 | 27,20 | 30,45
0° 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Den Namen erhielt das Netz nach dem deutschen Mathematiker Karl MOLLWEIDE
(1774-1825), der es 1805 veroffentlichte. Verbreitet wurde es ab 1857 durch eine
Empfehlung des franztsischen Kartographen Jaques BABINET (1794-1873).

° Daten aus [32], Seite 173
19 Daten aus [32], Seite 166
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3.3.4.1. Transformation von Kartennetzen

( Das Umbeziffern von Kartennetzen )
Das Verfahren des Umbezifferns von Kartenentwirfen ist grundsétzlich eine Zuweisung
anderer Ordnungszahlen. Nach einem bestimmten Gesetz werden die Netzlinien
umbeziffert, mit anschliefender Mal3stabsregulation auf das alte Netz. Die
Vorgangsweise wird anhand des abstandstreuen Zylinderentwurfs kurz erlautert:
Die Abbildungsgleichungen lauten X =1, y = . Dem Entwurf wird ein Ausschnitt
entnommen. Um die gesamte Erdkugel auf diesen Ausschnitt abzubilden, werden die
Gradnetzlinien umbeziffert, denn die Randkurven des neuen Entwurfs mussen den
geographischen Langen +-180° und den geographischen Breiten +-90° entsprechen.
Im urspringlichen Netz wéhlt man zum Beispiel einen Ausschnitt von | = 0° bis
| =120°undj =0°bis]j =75° wobel der Breitenkreis 75° mit 90° beziffert wird. Nun
ist es Aufgabe, alle anderen Breitenkreise in dem Ausschnitt vonj = 0° bis] = 75°

linear anzuordnen. D.h. man bendtigt einen Faktor m folgender Art: y = m 90° = 75°,
d.h. m = 5/6. Dieselbe Umbezifferung widerfahrt den Meridianen: | = 120° soll mit
180° beziffert werden. X =n 180° = 120° => n = 3/2. Das neue Netz wird somit durch
die Formeln X=3/21,y =5/6] gebildet und hat die Grof3e des Ausgangsgebiets. Da
die Flache geringer ist as die des Ausgangsnetzes, also einen kleineren Malstab
aufweist, muss man noch den Mal3stabsfaktor ¢ einfihren, um den originalen Mal3stab
auch fur das neue Netz zu gewéhrleisten:

Flache eines Teilstlick des Ausgangsnetzes: Xy =1

Entsprechende Flache im neuen Netz: Xy =cnl cmj . Setzt man die Flachen gleich,

0 erhdlt man c:i

S

Die Abbildungsgleichungen des neuen Netzes lauten

chnx:ﬂx
5

y=emj =25
2

Die Abstandstreue der Bretenkreise geht verloren, nur Abstandsgleichheit bleibt
erhalten.
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Der Altoffsche Entwurf

Der Altoffsche Entwurf entsteht als umbezifferter abstandstreuer Azimutalentwurf.

Die rechtwinkligen Koordinaten des abstandstreuen transversalen Azimutalentwurfs

lauten

wobel cosd = cosl cosj , cosa =4dnj /sind

Die Abbildungsgleichungen werden nicht in Funktionen von j und | angegeben, da
dadurch der schwer zu berechnende Ausdruck d = arc cos (cos | cos j ) entstehen
wirde. Daher wird die Parameterdarstellung x = f(d,g), y = g(d,a), d = (j ,a),
a=v( ,)angewandt.

Aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit bezeichnen wir die Breitenkreise des
urspriinglichen Entwurfes mit y und die Meridiane mit A . Die Meridianumbezifferung
wird wie zuvor mittels der Gleichung A= nl durchgefiihrt. Der Nullmeridian soll linear
abstandstreu geteilt werden. Dies leistet die Transformationy = mj . Wir erhalten somit

cosd=cos(nl ) cos(mj ), cosa =sin(mj )/sind,

X = K Josina
Amn

y= 1 d cosa
kv mn

Fur einen bestimmten Entwurf mit den anschlief3end beschriebenen Eigenschaften ist es
notwendig, die Konstanten k, m und n zu bestimmen: Unser ausgewahlter Ausschnitt

aus dem Ausgangsentwurf wird durch y; und A, begrenzt. Der Pol soll als Punkt
abgebildet werden. Die Breitenkreise von 0 bis p/2 sollen linear im Ausschnitt O bisy 1

o . 2
untergebracht werden. Fur m ergibt sich damit m= 1\"1

m bestimmt das Verhaltnis

des Aquators zur Pollinie. VergroRert man m, vergroRert sich damit y ; und die Pollinie

verkirzt sich. Bei m=1, y; = 90° wird der Pol as Punkt wiedergegeben.
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. ) [ . )
Wir berechnen n in der selben Weise wie zuvor und erhalten n= 181 n beainflusst die

Krimmung der Breitenkreise. Vergrof3ert man n, so verstérkt man die Krimmung der
Breitenkreise im umbezifferten Entwurf gegen den Rand hin. Aus den allgemeinen
Abbildungsgleichungen erkennt man, dass der sogenannte V erdehnungsfaktor k noch zu
bestimmen ist. Er reguliert das Verhdtnis von Nullmeridian und Aquator, die im
Verhdtnis p stehen.

Dabei gilt fir den Aquator: Ausl =180°j =0°folgt cosd=cos |, alsod=1, und
cos a = 0 impliziert a = 0, wéhrend sich fir den Nullmeridian far | =0° j = 90°

cosd=cosyundcosa =1 ergibt, d.h.d=y;und a = 90°. Somit wird die Lange des

) _ ki, o oy N
Aquators X =——= und die Lange des Nullmeridians ¥ =——- . FiIr das Verhaltnis p
Amn kv'mn
erhalten wir:
K% _ o = [P0
V1 A

Setzt man n =2, folgt I_l= 90°. Aquator und Nullmeridian mogen das Verhdtnisp = 2

haben. Darausfolgt k = % =42.

Wir erhalten den Entwurf mit folgenden Abbildungsgleichungen

X =2sna, y=0cosa

A sinj
cosd =cos_cog , cosa =+

sind
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3.3.4.2. Mischkarten

Ein zweites Verfahren, um aus bekannten Kartennetzentwiirfen neue zu erstellen, ist das
sogenannte Mischen von Karten. Dabei werden zwei oder mehr Entwirfe miteinander
kombiniert. Bel dieser Kombination handelt es sich in den meisten Féllen um die
Mittelwertbildung der Abbildungsfunktionen oder der Bildkoordinaten der
Ausgangsentwirfe. Eine der bekanntesten Mischkarten ist der Entwurf von WINKEL,
entstanden durch die Mischung des Aitoffschen Entwurfs und des abstandstreuen

Zylinderentwurfs mit zwei l1angentreuen Breitenkreisen.

Abbildungsgleichungen des Aitoffschen Entwurfs:
Xx=2dsna,y=d cosa

I . snj
cosd = cosE cosj ,cosa = ——

snd

Abbildungsgleichungen des abstandstreuen Zylinderentwurfs mit zwei langentreuen
Breitenkreisen:

X=nl,y=j

Das arithmetische Mittel ist:

)_(:na +2dsna _dsna +l’y:j +d cosa
2 2 2
I . sinj
cosd =cos—cosj ,cosa =——
2 snd
. N
[T
S
L] {' l {“E" RS
y
L \\\\‘H \’HH [ []7
[/
[1]]]]7777
1]/
_ll_!.'!!;l;!{l;/{{_{/z/
W

Abb. 50
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4. SCHLUSSBETRACHTUNG

In der Kartographie verblUfft die Vielzahl von Entwirfen, sodass in dieser Arbeit nur
ein reprasentativer Querschnitt mit den wichtigsten Entwurfen geboten werden konnte.
»Nach aktuellen statistischen Untersuchungen sind in den zuriickliegenden 100 Jahren
etwa 500 neue kartographische Abbildungsverfahren von Geodéten, Kartographen und
Wissenschaftlern anderer Disziplinen erarbeitet worden.” ( [26], Seite 159 ) Die Zahl
hat sich seit 1988, in dem Jahr, in dem Schroder dies schrieb, sicherlich noch bedeutend
vergrolert.

Jeder Entwurf hat jedoch aufgrund seiner spezifischen Eigenschaften eine
Existenzberechtigung, oder hatte sie zumindest Uber einen Zeitraum, bevor ein
geeigneter Entwurf ihn abloste. Die Fortschritte der Kartographie waren mit den
Fortschritten in der Mathematik verbunden, die Kartographie lieferte wichtige Impulse
fir die Mathematik, wie das Auffinden der Abbildungsgleichungen fir den
winkeltreuen Zylinderentwurfes von Mercator, der Mathematikern Uber Jahrhunderte
Aufgabe gab.

Heutzutage benutzt man moderne Computerprogramme zur Erarbeitung optimaler
Entwirfe, meist Mischentwiirfe, fur bestimmte Anliegen, die in der Gesellschaft in
Bezug auf Karten immer gegeben sind. Karten stellen als Informationstréger ein
wichtiges Kommunikationsmittel dar, aber auch ein Mittel zur Manipulation, bei

geeignetem Einsatz der Eigenschaften der Winkeltreue, Langentreue, Flachentreue.
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ANHANG

EINE ANWENDUNG DER GEOGRAPHIE AUF DIE MATHEMATIK

Die Geschichte desIntegralsder Sekansfunktion

Wir wollen das Integra (‘)(%dj berechnen. Der Ausdruck %:: sec j wird

Sekans des Winkels J genannt; das Integral wird deshalb auch als Sekansintegral
bezeichnet.

Wir sind dem Integral (‘)(%dj schon bel der Berechnung der Gleichung der

Loxodrome (siehe Seite 67) begegnet und auch bel der Berechnung der
Abbildungsfunktion der winkeltreuen zylindrischen Abbildung, also bel der

Mercatorprojektion, bei der die Differentialgleichung dy = Cgls j

zu l6sen war (siehe

Seite 93). Die L6sung des Integrals war

. 1 |1 .
A =A =In +tanj |+c 1
o= d Ocosj |cosj : (1)

Durch Differenzieren kann man die Richtigkeit vn ( 1 ). Doch wie findet man die
Stammfunktion? V ersuchen wir die klassischen (Schul-) Methoden wie Substitution und
Partielle I ntegration anzuwenden:

Substitution

(\)colTjdj Substitution :u =cosj , dj =du/(-sinj )
. du

O = nicht e ementar integrierbar
u(-sinj ) =

Partielle | ntegration

. 1 . 1 .snj . . 1 - . (I
O—Ad =] x—- x——d =] ——- xtan] x——dj nicht elementar
Cosj ) = cosj cos’j ) 7 Ccosj 0 : Cosj J

integrierbar

Somit versagen diese I ntegrationsmethoden.

Suchen wir nach den historischen Wurzeln des Integrals (1), so sehen wir, dassdiese in
der Kartographie liegen und diese Wissenschaft ist es auch, die uns zu einer Losung
verhelfen wird.
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Im Jahr 1645 entdeckten Mathematiker und Kartographen im Zuge ihrer Beschéftigung
mit der Mercatorprojektion die Formel *

oecl di =In

B . P
tanc— +—3 + 2
T2 43, © (2)

Doch was veranlasste die Wissenschaftler, sich mit der Mercatorkarte auseinander-
zusetzen ? Was bewegte MERCATOR zu seiner winkeltreuen Kartenprojektion ?
Gehen wir zur Beantwortung dieser Fragen noch einen Schritt zurtick — in das Zeitalter
der fruhen Schiffahrt.

Seit der Mitte des 2. Jahrhunderts v. Chr., der Zeit PTOLEMAIOS, existierten
Zylinderprojektionen zur Abbildung der Erde in die Ebene. Auf diesen quadratischen
Plattkarten mit rechtwinkligem Gitternetz entspricht die Strecke eines Breitengrades der
Strecke eines Langengrades. Begrenzt auf ein kleines Gebiet, wie zum Beispiel auf die
Mittelmeerregion, waren diese Karten zur Orientierung in der Schifffahrt durchaus
geeignet. Im Zeitalter der Entdeckungen jedoch wurden die Distanzen ausgeweitet und
Regionen hoherer Breitengrade erforscht. Dies fuhrte dazu, dass Navigationsfehler
aufgrund der Verwendung dieser Plattkarten offensichtlich wurden.

Seit Beginn des 14. Jahrhunderts war der Kompass ein weit gebrauchliches Hilfsmittel
der Schifffahrt. Strecken konnten somit sehr einfach durch Entfernungen und
Kompassrichtung  angegeben  werden. Dabel  wurden Linien  konstanter
Kompassrichtung, Loxodrome, von den Schifffahrern als,,Rauten — Linien* bezeichnet.
Die Schifffahrer planten ihre Reise, indem sie auf der Karte zwischen Ursprungsort und
Zielort eine gerade Linie zogen und die Kompassrichtung, der man folgen sollte,
ablasen. Eine Karte, die Loxodrome als gerade Linien abbildet, hétte in dieser Hinsicht
eine grof3e Erleichterung fur die Schifffahrt bedeutet.

. tanL+tanE

! Mittels folgender Umformung ist dieGleichheit der Ausdriicke (1) und (2) gezeigt : tana(‘,ai2 + Po___ 2 4 _
e

4o 1- tanj—xtanB
2 4

1+tan  cosl +sinl coszL+23inLcosL+sin2j
2 _ 2 2 _ 2 2 2

_1+sinj

1-tan’-  cos’ - sin cos? )l - sinzl cos]
2 2 2 2 2

=secj +tanj
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Gerard MERCATOR beschéftigte sich mit diesem Problem und entwarf eine Karte, in
der der Abstand zwischen den einzelnen Breitenkreisen wuchs, je grof3er ihr Abstand
zum Aquator war. MERCATOR selbst driickte seine Vorgangsweise so aus:

»1n making this representation of the world we had ... to spread on a plane the surface
of the sphere in such away that the positions of places shall correspond on all sides with
each other both in so far as true direction and distance are concerned and as concerns
correct longitudes and latitudes ... With this intention we have had to employ a new
proportion and a new arrangement of the meridians with reference to the parallels. ... It
is for these reasons that we have progressively increased the degrees of latitude towards
each pole in proportion to the lengthening of the parallels with reference to the equator.”
([1], Seite 163)

Nachdem er erkannt hatte, dass seine urspringliche Intention, eine winkel- und
langentreue Abbildung der Sphére in die Ebene zu schaffen, nicht verwirklichbar war,
entschied er sich fur die Konstruktion einer winkeltreuen Karte, die den Vorteil hétte,
dass Loxodrome als gerade Linien wiedergegeben werden. Bis heute ist nicht geklart,
welche Methode MERCATOR anwendete, um die Entfernungen zwischen den
parallelen Breitenkreisen progressiv auszuweiten. Thomas HARRIOT (1560 — 1621)
lieferte in den spéten 1580ern eine mathematische Erklarung der Vorgangsweise, aber
seine Ergebnisse wurden weder publiziert noch beeinflussten sie spatere Arbeiten.

Eine mathematische Methode zur Konstruktion einer Mercatorkarte stammt von
Edward WRIGHT (1561 — 1615), publiziert 1599 in ,,Certaine Errors in Navigation
[..] “. Die entscheidende Errungenschaft von WRIGHT war es zu zeigen, dass, um
Winkeltreue zu gewdhrleisten, die Breitenkreise j bei der Abbildung auf die Karte
durch den Faktor sec j gestreckt werden mussen. Betrachten wir seine Argumentation
naher.

Abbildung 1 zeigt einen Ausschnitt der Erde,
wobei AB eine Strecke auf dem Aquator
bezeichnet, C den Mittelpunkt und T den
Nordpol der Erdkugel. Der Breitenkreis j mit
dem Mittelpunkt P beinhaltet die Bogenstrecke
MN zwischen den Meridianen AT und BT.
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Da die Strecken BC und NP parallel sind, folgt ®PNC = j. Aufgrund der Ahnlichkeit
der sphérischen Dreiecke ABC und MNP gilt

AB _BC _NC
MN NP NP

=secj oder AB = MN sec j. Méchte man nun die Strecke MN in

einer Karte einzeichnen, muss, damit alle Breitenkreise auf der Karte als gleich lange
Strecken erscheinen, MN horizontal um den Faktor sec j gestreckt werden. Anders
ausgedruckt: die Breitenkreisverzerrung auf der Karte betragt 1/cos j. (WRIGHT selbst
zeigte, dassBC =NPsec j.)

Um nun eine Karte konstruieren, die die Winkelgrof3en erhdlt, muss eine Loxodrome als
jene Linie, die in ihrem Verlauf mit jedem Meridian denselben Schnittwinkel aufweist,
auch auf der Karte als Kurve erscheinen, die alle Kartenmeridiane unter demselben
Winkel schneidet. Da die Bilder der Meridiane auf der Karte eine Schar von parallelen
Linien bilden und jede Kurve, die eine solche Schar in einem festen Winkel schneidet,
eine gerade Linie ist, werden Loxodrome auf der Karte als gerade Linien abgebildet.
Umgekehrt, wenn Loxodrome als gerade Linien abgebildet werden, werden die Winkel
erhalten und die verwendete Abbildungsfunktion muss konform sein.

Um nun die Winkel zu erhalten, muss die Karte nicht nur horizontal um sec g gestreckt
werden, sondern auch vertikal um denselben Faktor. In der Diplomarbeit wurde diese
vertikale Streckung mit dem Argument, dass bei konformen Abbildungen die
Breitenkreisverzerrung k mit der Langenkreisverzerrung h Ubereinstimmen muss,
begrindet.

Rickey-Tuchinsky fuhren in [1] folgende Argumentation, die mithilfe infinitesimaler
Grolen arbeitet, an:
Betrachten wir die Entfernung D(j) auf der Karte vom Aquator zum Breitenkreis j.
Eine infinitesmale Veranderung dj von j auf der Erdkugel fahrt zu einer
infinitesimalen VVerdnderung dD der Strecke D auf der Karte. Eine vertikale Streckung
beim Abbildungsvorgang um sec j bedeutet somit

dD = sec j dj
Die Streckung um sec j fuhrt eine infinitesimale Figur auf dem Globus in eine dhnliche
Figur auf der Karte Uber. Die Winkel werden beim Abbildungsvorgang also erhalten,
die entstehende Karte ist konform. Umgekehrt muss, um eine konforme Karte zu

erhalten, der vertikale Multiplikator sec j sein.
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Auf der Karte ergibt sich die Entfernung des Breitenkreises j vom Aquator durch Losen
i

der Differentialgleichung dD und entspricht folglich dem Integral D(j ) = ¢pecj dj -
0

WRIGHT selbst driickte es folgendermalen aus:

»the parts of the meridian at euery poynt of latitude must needs increase with the same
proportion wherewith the Secantes or hypotenusae of the arke, intercepted betweene
those pointes of latitude and the aequinoctiall [equator] do increase. ... For ... by
perpetuall addition of the Secantes answerable to the latitudes of each point or parallel
vnto the summe compounded of all former secantes, ... we may make a table which
shall shew the sections and points of latitude in the meridians of the nautical
planisphaere: by which sections, the paralels areto be drawne.” ([1], Seite 164)

Fur die Berechnung der im Zitat angesprochenen Tabelle der ,, meridional parts’, diedie
Abstéande zwischen den verschiedenen Breitenkreisen auf den Meridianen angibt, setzte
WRIGHT dj = 1° und berechnete die der RIEMANN-Summe entsprechende
Approximation des Sekans-Integrals fur Breiten unter 75°. Diese Tabelle ermoglichte
Kartographen die Konstruktion von Mercatorkarten.

WRIGHT entwarf weliters folgendes physikalisches Modell zur Merkatorkarte: Die Erde
wird von einem Zylinder umwickelt, der sie im Aquator bertihrt. Schwillt die Erde so
an, dass sie die ganze Zylinderflache in allen Punkten berihrt, werden die Punkte der
Erde mit den Punkten auf dem Zylinder, mit denen sie Kontakt haben, identifiziert.
Durch Aufrollen des Zylinders erhélt man eine Mercatorkarte. Diese Vorstellung ist von
der Zylinderprojektion im eigentlichen Sinn, bei der eine Lichtquelle im Mittelpunkt der
Erde die Erdkugel auf den berihrenden Zylinder projiziert, zu unterscheiden. Letztere
ist nicht winkeltreu.

Wir wissen nun, dass die Entfernung auf der Karte vom Aquator zum Breitenkreis j

durch das Sekans-Integral gegeben ist. Es bleibt zu zeigen, dass die Entfernung auch

p

durch In tang% +23 gegeben ist, und somit dieser Ausdruck das Ergebnis des Sekans-
e

Integralsist.

1614 publizierte John NAPIER seine Arbeit Uber Logarithmen. Zwei Jahre spéter
veroffentlichte WRIGHT die englische Ubersetzung: ,, A Description of the Admirable
Table of Logarithms®, die eine Logarithmentabelle der Sinusfunktion enthielt.
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1620 publizierte Edmund GUNTER (1581-1626) eine Tabelle der gebréuchlichen
Logarithmen der Tangensfunktion in seinem ,, Canon triangulorum®. In den néchsten
zwanzig Jahren folgte die Veroffentlichung zahlloser logarithmischer Tafeln der
Tangensfunktion. ( Dagegen war zu MERCATORS Zeiten nicht einmal eine Tabelle
der Sekansfunktionswerte erhdtlich. )

In den 40er Jahren des 17. Jahrhunderts entdeckte Henry BOND (um 1600 — 1678), der
sich selbst als ,teacher of navigation, survey and other parts of the mathematics®
bezeichnete, durch Vergleichen von WRIGHT s Tabelle der ,meridional parts® mit
einer log-tan Tabelle viele Ubereinstimmungen.

Dieser Zufall fuhrte ihn zur Vermutung, dass D(j ) =1In

tan(?;+33, die er 1645 in
e2 4

»Norwood’s Epitome of Navigation“ verdffentlichte. Durch die Korrespondenz von
John COLLINS (1625-1683) wurde sie weit verbreitet und ihr Bewels zu einem der
hervorstechensten offenen Probleme in der Mitte des 17. Jahrhunderts. Viele
Mathematiker wie COLLINS selbst, Nicolaus MERCATOR (1620-1687) (nicht
verwandt mit Gerard MERCATOR), Alexander WILSON (1714-1786), William
OUGHTRED (1574-1660) und John WALLIS (1616-1703) versuchten sich daran.
Auch NEWTON kannte die Vermutung, wie aus seinen Arbeiten im Jahr 1665
hervorgeht.

Nicolaus MERCATOR schrieb im allerersten Band der ,,Philosophical Transactions of
the Royal Society of London”, er sei ,willing to lay a Wager against any one or more
persons that have a mind to engage ... Whether the Artificial [logarithmic] Tangent-line
be the true Meridian-line, yea or no?’ ( [1], Seite 165 ) und setzte damit offiziell einen
Preis auf den Bewels der Vermutung aus.

Der erste, dem ein Beweis gelang, war James GREGORY (1638-1675) in seinen
,, Exercitationes Geometricae”, 1668. Nach TURNBULLS  (1885-1961) moderner
Ubersetzung beurteilt, verwendete er dabei eine lange Reihe von Folgerungen und
komplizierte Verhdtnisse.
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Den ersten einfachen Bewels, der zugleich die erste Anwendung von partieller
Integration darstellt, lieferte 1Isaac BARROW (1630-1677) in seinen ,,Geometrical
Lectures*. Modern formuliert, verlauft er folgendermafen:

Fpec] dj d
G<d g %J
COS]
d
COSZJ q-smj :

_ s cosj
Q- s ya+siny )

dj =>Partialbrehzerlegumy

A N B :A(1+sinj )+ B(1- sinj )= cosj
(I-sin) (+sinj)  (A+sinj )d-sinj)  (I+sinj )1- sinj )
A+B+(A-B)sinf =cosj =>Koeffizietenverglech
A +B=cosj

A-B=0 :>A=B=%cosj

1. cos COS

== +———|
2~1- sinj 1+smj
1 cosj . Cog d
Zoi- smj 20i+smj

. COSj P

d =>Substituton:u=1- s

017_ Sinj J n
u'=$=-cosj

dj

" xi:-lduhc:- 1- sinj [+c

(- cosj )
durch andoge Substition: 017‘ coy dj =InLl+sinj |+c
+sin;j

1- sinj [+In1+sinj [|+c

1 n1+s,inj
2 |1-sinj
_1, 11+sinj 1+snj \
2 |1-sinj 1+sinj \
1 n(1+s|nj )?
1- sin?j

1+sinj 1 rtan) |+
cosj j

COSj

=In +c=In

2 cosﬂ
=Insecj +tanj [+c

Damit war die Richtigkeit der Formel ( 1 ) bewiesen und das Ziel, die Lésung des

Integrals, das die Gedanken vieler Mathematiker Uber Jahrhunderte lang beschaftigt
hatte, erreicht.
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