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1 Zielsetzung

Im Zuge dieser Arbeit soll ein Mathematikunterricht geplant werden, der sich nicht auf das
Abarbeiten des Inhalts eines Schulbuches beschrinkt, sondern mathematische Inhalte unter
Berticksichtigung gesetzlicher Erfordernisse und bildungstheoretischer Erkenntnisse fiir den
Schulunterricht aufbereitet. In den ersten Kapiteln werden dazu einige Inhalte sowie Themen-
bereiche besprochen, die sich auf die Planung und Durchfithrung des Mathematikunterrichtes
auswirken. Zuerst einmal ist dies die Mathematik selbst. Ohne einer grundlegenden Kenntnis des
mathematischen Themengebietes kann kein erfolgreicher Unterricht geplant werden. Ebenso
wichtig ist eine Vorstellung davon, wo und wie dieses Themengebiet im Alltag oder in anderen
Wissenschaften Anwendung findet. Neben diesen praxisorientierten Zugingen werden auch
bildungstheoretische Ideen und deren potentielle Auswirkung auf den geplanten Unterricht
beleuchtet. Zu guter Letzt ist die Lehrperson in der Gestaltung ihres Unterrichts nicht vollig frei,
es gibt gesetzliche Richtlinien, die erfiillt werden miissen. Aus diesem Grunde werden auch die

Vorgaben des Lehrplans und der Zentralmatura in je einem Abschnitt behandelt.

Die somit besprochenen Bereiche thematisieren freilich nur einen Teil der mdglichen Einfliisse,
die auf die Unterrichtsgestaltung sowie dessen Inhalte wirken mogen, alles andere wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Entsprechend wird in dieser Arbeit das Ziel verfolgt, von den
drei hauptsédchlichen EinflussgroBen, nimlich der Fachmathematik, den Wissenschaftstheorien,
die sich auf den Unterricht beziehen sowie den gesetzlichen Rahmenbedingungen, einen ausge-
wihlten Teilbereich zu untersuchen, Erkenntnisse daraus abzuleiten und darauf aufbauend

schlieBlich Herangehensweisen fiir den Unterricht zu entwickeln.

Nachdem in den Kapiteln 2 bis 4 die Einflussfaktoren analysiert wurden, widmen sich die
Kapitel 5 und 6 der Unterrichtsplanung fiir die 5. und 6. Klasse einer AHS. Welche Teilstiicke
der zuvor vorgestellten Trigonometrie in diese Planung einflie8en, wird in erster Linie durch den
Lehrplan bestimmt. Neben Mdglichkeiten zur Unterrichtsgestaltung wird dabei auch ange-
sprochen tiber welche Vorkenntnisse die Schiilerinnen und Schiiler verfiigen sollen und welche
technischen Hilfsmittel flir die Bearbeitung entsprechender mathematischer Aufgabenstellungen
bendtigt werden. Einige ausgewihlte Ubungsbeispiele, die verstirkt anwendungsbezogen sein

sollen oder auf die Anforderungen der Zentralmatura abgestimmt sind, runden diese Kapitel ab.

Im 7. Kapitel wird nochmals darauf eingegangen, welche Ziele mit den einzelnen Passagen der
Unterrichtsplanung verfolgt werden: Darin wird nun der Bogen von der Unterrichtsplanung zur

eingangs besprochenen Bildungstheorie gespannt, zugleich bildet dies den Abschluss der Arbeit.



2 Das mathematische Themengebiet

2.1 Die Trigonometrie

Die Trigonometrie ist ein Teilgebiet der Mathematik, in dem es um Messungen in Dreiecken
geht. Diese Messungen finden mit Hilfe von Winkelfunktionen, sogenannten trigonometrischen

Funktionen, statt. Im Folgenden werden einige Begrifflichkeiten zur Trigonometrie erlautert.'

2.1.1 Grundlegendes zu Dreiecken

Weil sich die Trigonometrie, per definitionem, mit Dreiecken beschéftigt, wird zu Beginn ge-

klart, was unter einem Dreieck verstanden werden soll.

Dreieck

,Ein ebenes Dreieck besteht aus drei Punkten, die nicht auf einer Geraden liegen,
und den zugehorigen Verbindungsstrecken. Die den Seiten a, b, c gegeniiber-
liegenden Winkel werden der Reihe nach mit a, B, y bezeichnet.“> Die Bezeich-
nungen a, b und c sollen folgend fiir die Strecken und deren Lidngen synonym ver-
wendet werden. Ob die Strecke selbst oder aber ihre Lédnge gemeint ist, lasst sich aus

dem Kontext ableiten.

B
Abbildung 1: allgemeines Dreieck

Die Winkel werden dabei entweder im Gradmal} oder im Bogenmal} angegeben, wobei ein voller

Winkel 360° oder 2 besitzt. Dies fiihrt zu folgender Zuordnung:

GradmaB | 0° | 30° | 45 | 60° | 90° | 120° | 180° | 360° | ...

2n T 21

T T T T
Bogenmal 0 5 4 3 > 3

' Einen streng axiomatischen Aufbau der Trigonometrie hier anzugeben, wiirde den Umfang dieser Arbeit

sprengen. Daher werden manche Begriffe wie Punkt, Gerade, Strecke usw. nicht explizit definiert.
2 ZemLEr, Eberhard: Teubner-Taschenbuch der Mathematik, S. 758.



Winkelsummensatz
In einem beliebigen (ebenen) Dreieck ergibt die Summe der Innenwinkel stets 180°

bzw. ©, kurz: a+pB+y = 180°

Beweis:

Es werde eine parallele Gerade g zur Strecke ¢ durch den Punkt C gelegt.’ Diese
Gerade schliefit mit den Seiten a bzw. b die Winkel a, bzw. B, ein. Es bilden a,, y und
B einen gestreckten Winkel, also gilt o, + v + B = 180°. Der Wechselwinkelsatz*

lasst folgern, dass somit o = a; und = p; gelten. O

Abbildung 2: zum Beweis des Winkelsummensatzes

Eine zentrale Rolle in der Trigonometrie nehmen Dreiecke ein, die iiber einen Winkel der Grof3e
90° verfiigen. Einen solchen Winkel nennt man rechten Winkel. Zumeist werden die Bezeich-

nungen im Dreieck so gewihlt, dass y dieser spezielle Winkel ist.

Rechtwinkeliges Dreieck

Ein Dreieck, welches iiber einen rechten Winkel verfiigt, nennt man rechtwinkeliges
Dreieck. Die Seite, welche dem rechten Winkel gegeniiberliegt, heilit Hypotenuse,

die beiden anderen Seiten werden Katheten genannt.

Kathete Kathete

Hypotenuse

Abbildung 3: rechtwinkeliges Dreieck

* Fiir andere Strecken und Punkte kann der Beweis analog gefiihrt werden.
* Der Wechselwinkelsatz besagt, dass Wechselwinkel (auch Z-Winkel genannt) an Parallelen gleich groB sind, vgl.
Wittmann, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 82.
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Fiir die mathematische Auseinandersetzung mit rechtwinkeligen Dreiecken sehr bedeutsam ist
der Satz des Pythagoras. Namensgeber war der griechische Philosoph Pythagoras, der um
500 v. Chr. lebte.’

Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkeligen Dreieck ist die Summe der Katheten(lingen) zum Quadrat

gleich der Hypotenuse(nldnge) zum Quadrat.

Oder anders formuliert, entspricht die Summe der Flidchen der Quadrate iiber den Katheten der

Flache des Quadrats tliber der Hypotenuse.

Hypotenuse g

Abbildung 4: zum pythagordischen Lehrsatz

Beweis:

Eine geometrisch anschauliche Mdglichkeit, den Satz des Pythagoras zu beweisen,
ist gegeben, wenn vier idente rechtwinkelige Dreiecke entsprechend der unten
angefiihrten Abbildung angeordnet werden. Mit a und b seien hier die Katheten

bezeichnet und ¢ stehe flir die Hypotenuse.

> Vgl. FiLLEr, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 123.



Abbildung 5: zum Beweis des pythagordischen Lehrsatzes

Es entsteht dadurch ein groBeres Quadrat mit einer Seitenldnge gleich der Summe
der Katheten (a + b), das in die vier rechtwinkeligen Dreiecke sowie in ein kleineres
Quadrat mit Seitenldnge gleich der Hypotenuse (c) unterteilt ist. Dass es sich bei dem
inneren Viereck tatsdchlich um ein Quadrat handelt, ldsst sich mit Hilfe der
Winkelsumme o + B + y iiberpriifen. Am Punkt A bilden a, B und y in Summe einen
gestreckten Winkel, also ist o + B + v = 180°. Zudem ist a + p = 90°, da o und B
Winkel im rechtwinkeligen Dreieck sind. Daher gilt: 180° =a +  +v = 90° + v und
damit y = 90°.

Der Flacheninhalt A des grof8en Quadrats ldsst sich auf zwei Arten ermitteln:
Einerseits direkt {iber die Seitenldnge:

A = (a+b)

Andererseits als Summe der Teilflachen:

ab, >
A=4—+
2 c

Durch Gleichsetzen der beiden Fldchenformeln folgt dann:

(a+ b)’ = 4-%+ ¢’

a’+ 2ab+ b> = 2ab+ ¢’

2 2 2
a’+b =c¢ O
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Der Satz des Pythagoras zeigt jedoch nur, dass in einem rechtwinkeligen Dreieck die Summe der
Kathetenquadrate gleich dem Hypotenusenquadrat ist. Es kann aber gezeigt werden, dass auch

die Umkehrung gilt.

Die Umkehrung des Satzes von Pythagoras

Gilt in einem Dreieck, dass a? + b? = ¢?, so ist dieses Dreieck rechtwinkelig mit ¢ als

Hypotenuse.

Beweis:

Gegeben sei ein Dreieck ABC, wie in der Abbildung unten links, und es soll fiir die
Seitenldngen gelten, dass a* + b* = c2. Es ldsst sich ein zweites Dreieck A;B,C,, wie
in der Abbildung unten rechts, mit denselben Seitenldngen a und b konstruieren, das
bei v, einen rechten Winkel besitzt. Weil A;B,C; rechtwinkelig ist, gilt a> + b?> = ¢,*.
Daraus folgt mit der Voraussetzung, dass ¢ = c¢;. Somit sind die Dreiecke ABC und

A;BiC, kongruent (drei identische Seitenldngen). Weil das Dreieck A;B,C; nach

Konstruktion rechtwinkelig ist, muss das auch fiir das Dreieck ABC gelten. i
A
A, C,
¢ v, =90°
c, a
B
Bl

Abbildung 6: zum Beweis der Umkehrbarkeit des pythagordischen Lehrsatzes

2.1.2 Die Winkelfunktionen

Aus den Ahnlichkeitssitzen fiir Dreiecke® lassen sich Zusammenhinge zwischen den Seiten-
verhéltnissen und den Winkeln in einem Dreieck herausarbeiten. Diese sogenannten Winkel-

funktionen sind bekannt als Sinus, Kosinus und Tangens.

® Vgl. ZepLEr, Eberhard: Teubner-Taschenbuch der Mathematik, S. 766.



Sinus. Kosinus, Tangens am rechtwinkeligen Dreieck

Der Sinus eines Winkels bezeichnet das Verhiltnis von der dem Winkel gegeniiber-
liegenden Kathete (Gegenkathete) zur Hypotenuse. Der Kosinus entspricht dem
Verhéltnis der anliegenden Kathete (Ankathete) zur Hypotenuse und der Tangens
bezieht sich auf die beiden Katheten und entspricht dem Quotienten von Gegen-

kathete zu Ankathete, kurz:

Gegenkathete Kosinus = Ankathete Tangens = Gegenkathete

Sinus =
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete

Bezogen auf Abbildung 7 entspricht dies:

. a
smo = — cosa = — tano =

o |c
I
oo oe

sinf} = cosP = tanf =

Abbildung 7: zur Definition der Winkelfunktionen

Hieraus ist ersichtlich, dass gilt:

sina = cos sinff = cosa tano =
b b tanf3

Der Tangens ldsst sich auch als Verhiltnis von Sinus und Kosinus darstellen, denn es gilt:

sinat __

cosa

a
= — = tano
b

olc|o |

Die Winkelsumme in einem Dreieck beschriankt die moglichen WinkelgroBen, die a und f in

einem rechtwinkeligen Dreieck annehmen kénnen, denn:

a+ P+90° = 180°  bzw.  a+ P = 90°

Daher kann weder o noch B eine GroBe von 90° erreichen oder iibersteigen. Um trotzdem eine
Arbeit mit solchen Winkelgroen zu ermoglichen, kann auf eine alternative Definition der

Winkelfunktionen zuriickgegriffen werden.



Sinus, Kosinus, Tangens am Einheitskreis

Man betrachte einen Kreis mit Radius Eins und dem Mittelpunkt im Ursprung’ eines
zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystems. Der Mittelpunkt bildet mit
einem beliebigen Punkt am Kreis und dem Schnittpunkt der Senkrechten auf die
x-Achse, die durch den Punkt am Kreis geht, mit der x-Achse ein rechtwinkeliges
Dreieck mit der Hypotenusenldnge Eins. Die x-Koordinate des Punktes am Kreis ent-
spricht dem Kosinus und die y-Koordinate dem Sinus des Winkels. Der Tangens ist
der Tangentenabschnitt vom Punkt (1,0) bis zum Schnittpunkt der Tangente mit der

gedachten Verldngerung des Radius iiber den Punkt am Kreis hinaus.

lKCOSOL I

Abbildung 8: Winkelfunktionen am Einheitskreis 1

Bei der Betrachtung von WinkelgroBen, die 90° libersteigen, fallt auf, dass die Winkelfunktionen

bei unterschiedlichen Winkelgrofen denselben Wert annehmen kdnnen.

0,64 140°

|
ﬁ
-
=

1 . 1
1 —0,64

d) !
Abbildung 9: Winkelfunktionen am Einheitskreis 2

7 Anstelle dieses Ursprungspunktes kann auch jeder andere beliebige Punkt gewihlt werden.



So stimmt der Sinus von 40° mit dem Sinus von 140° iiberein und dieser Wert unterscheidet sich
nur durch das Vorzeichen von jenem des Sinus von 220° und 320°. Ahnliches ist beim Kosinus

zu bemerken. Diese Zusammenhinge lassen sich verallgemeinern, so gilt:®

sin(180°—x) = sinx bzw. sin(mr—x) = sinx

sin(—x) = —sin x (,,Punktsymmetrie*)

cos(180°—x) = —cosx bzw. cos(m—x) = —cosx

cos(—x) = cos x (,,Achsensymmetrie*)

zusitzlich gilt fiir Winkel mit einer Grof3e von mehr als 360° bzw. 2m:
sin(x + 360°) = sinx bzw. sin(x+ 2m) = sinx

cos(x +360°) = cos x bzw. cos(x+ 2m) = cosx

Durch die Betrachtung der Winkelfunktionen am Einheitskreis konnen beliebige reelle Winkel-

grofBen mit ihren Funktionswerten veranschaulicht werden. Will man jedoch zusétzlich komplexe

WinkelgroBen zulassen, so bedarf es einer sogenannten analytischen Definition:

Analytische Definition der Winkelfunktionen

Es besteht die Moglichkeit Sinus und Kosinus tiber Reihen zu definieren:’
V x € Csind sinx und cosx definiert als

3 5

0 2k+ 1
. X X k X
= x4 X = (e
SIXCE XTI kzzé( )(2k+1)!
X2 X4 0 « X2k
cosX = 1—2—!+ T Z(—l) —

Nachdem verschiedene Mdglichkeiten aufgezeigt wurden, wie die Winkelfunktionen definiert

sein konnen, sollen nun zentrale Sédtze der Dreiecksgeometrie wiedergegeben werden, bei denen
von den Winkelfunktionen Gebrauch gemacht wird:

Sinussatz

In einem beliebigen Dreieck ist das Verhéltnis einer Seitenldnge zum Sinus des ge-
geniiberliegenden Winkels fiir alle Seiten und die entsprechenden Winkel stets

gleich, kurz:

a _ b _ ¢
sin a. sin 3 sin y

8 Vgl. Wirtmann, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 360.
° Vgl. AuLsach, Bernd: Analysis I und Analysis 11, S. 224.



10

Bewelis:

Man konstruiere ein beliebiges Dreieck ABC und die Hohe h auf eine der Seiten. '

B
Abbildung 10: zum Beweis des Sinussatzes

Dadurch entstehen zwei rechtwinkelige Dreiecke und es gilt gemif3 Abbildung 10:
h

sino. = f bzw. h, = b-sina

, h :

sinf = —= bzw. h, = a-sin P
a

Durch Gleichsetzen erhilt man:
a-sinff = b-sina

a b

sin o sin 3

Die Gleichheit des dritten Verhiltnisses ldsst sich auf analoge Weise zeigen. O

Kosinussatz
In einem beliebigen Dreieck ABC mit Seiten a, b, c und Winkeln a, B, y gilt stets:

2 2
a- = b+ c —2bc-cosa
2 2 2
b® = a"+ c¢”—2ac-cosp

¢’ = a’+ b°—2ab-cosy

1% Die auf eine der Seiten konstruierte Hohe ergibt sich aus dem Schnitt der Senkrechten auf diese Seite, die durch
den gegeniiberliegenden Eckpunkt verlauft. Die Hohe entspricht dabei der Strecke vom Schnittpunkt zu eben

jenem Eckpunkt.
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Beweis:
Es wird wiederum die Hohe auf eine der Seiten konstruiert. Dadurch wird diese Seite

in zwei Abschnitte geteilt und es entstehen zwei rechtwinkelige Dreiecke.

Abbildung 11: zum Beweis des Kosinussatzes

Hier wurden diese Abschnitte mit q und ¢ - q bezeichnet und es gilt nach dem Satz
des Pythagoras, dass:

a’ = hi+ (c—q)" = h+ ¢"—2cq+ ¢’

Im zweiten der beiden rechtwinkeligen Dreiecke gilt zudem:

b2: h§+q2

Letzteres wird in Ersteres eingesetzt und fiihrt zu:

a’ = b+ c2—2cq

Zusitzlich kann der Kosinus von a geschrieben werden als:

cosa = g9

b
Wird diese Gleichung nach q umgeformt und in die vorangegangene Gleichung
eingesetzt, so folgt:

2 2 2
a- = b"'+ c¢c"—2bc-cosa

Die anderen beiden Teilaussagen des Kosinussatzes lassen sich analog beweisen. 0O

Mit Hilfe des Kosinussatzes ist es mdglich, die dritte Seitenldnge eines Dreiecks zu berechnen,
sofern zwei Seitenlingen und der durch die entsprechenden Seiten eingeschlossene Winkel
gegeben sind. Wird a?> = b? + ¢ — 2bc cos a fiir einen Winkel a = 90° berechnet, so folgt wegen

cos 90° = 0 der Satz des Pythagoras in der Form a? = b* + ¢? als Spezialfall des Kosinussatzes.
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Eine zusitzliche Hilfe bei Berechnungen mit den Winkelfunktionen kann das Wissen iiber die

Funktionswerte fur Summen von Winkeln sein.

Additionstheoreme

Fiir alle komplexen Zahlen a, B gilt:
sin(a+pB) = sina cos P = cos asin B

cos(a=P) = cosa cos P sin asin B

Beweis:

Es soll hier nur der Beweis fiir sin(a + B) gefiihrt werden. Die anderen Teilbeweise
kénnen wieder iiber analoge Uberlegungen erhalten werden. Es wird mit der Kon-
struktion des Einheitskreises und der beiden Winkel o und § begonnen und dann fol-

gende Hilfskonstruktion angefertigt:

B
‘e
1
E ¢ D
‘B
Ta
0 C F

Abbildung 12: zum Beweis der Additionstheoreme

Zur Erklérung von Abbildung 12:

Die Senkrechte auf die x-Achse, die durch B verlduft, liefert den Schnittpunkt C; die
Senkrechte auf die Strecke OA, welche ebenfalls durch B verléuft, gibt die Position
von D an. Die Punkte E und F werden gleichermaflen iiber entsprechende senkrechte
Geraden ermittelt. Dass bei B ebenfalls der Winkel a auftritt, kann mit der Winkel-
summe erklirt werden. Es sei jenes a vorerst mit a* bezeichnet. Im rechtwinkeligen
Dreieck OBC ergibt sich y durch 90° - (a + B). Im rechtwinkeligen Dreieck OBD
entspricht (y + a*) gleich 90° - B. Wird hier das vorhin ermittelte y eingesetzt, so

ergibt sich 90° - (o + B) + a* = 90° - B, woraus folgt, dass o* = a.
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Nun zum eigentlichen Beweis:
Im rechtwinkeligen Dreieck OBC gilt:

(1) sin(a+ B) = BC
Im rechtwinkeligen Dreieck OBD gilt:

() sinB:?:B
(3) cosBZQZOD

Im rechtwinkeligen Dreieck ODF gilt:
(4) sina = 2
OD
Wird (3) in (4) eingesetzt und die Gleichung umgeformt, so folgt:
(5) sina-cos B = DF
Im rechtwinkeligen Dreieck BDE gilt:
(6) cosa = E
BD

Wird (2) in (6) eingesetzt und die Gleichung umgeformt, so folgt:
(7) cosa-sinp = BE

Es lisst sich die gesuchte Strecke BC zudem schreiben als:

(8) BC = BE+ CE

und weil DF gleich CE ist, auch als:

(9) BC = BE+ DF

Werden nun (5) und (7) in (9) eingesetzt, so folgt:

(10) BC = sina cosP+ cosasin B

Dies in (1) eingesetzt ergibt sodann:

(11) sin(a+ B) = sina cos P+ cos asin B =

Wie bei Funktionen im Allgemeinen stellt sich auch bei den Winkelfunktionen die Frage nach
der Existenz von Umkehrfunktionen. Bei der Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis
ist jedoch zu erkennen gewesen, dass jene bei unterschiedlichen Winkelgrofen denselben Wert
annehmen kénnen. Damit ist die fiir die Existenz einer Umkehrfunktion notwendige Bedingung
der Bijektivitdt der Winkelfunktionen nicht gegeben. Eine Einschrankung von Definitions- und

Zielbereich kann hier Abhilfe schaffen.
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Umkehrfunktionen

Die Inversen zu den Winkelfunktionen werden als Arkusfunktionen oder auch zyklo-
metrische Funktionen bezeichnet. Es sind dies der Arkussinus (arcsin), der Arkus-
kosinus (arccos) und der Arkustangens (arctan).'' Fiir deren Verwendung braucht es

die Einschrankungen

des Sinus auf das Intervall [*gg]

des Kosinus auf das Intervall [0, 7|

des Tangens auf das Intervall }*%%[12

Die Bezeichnung der Umkehrfunktionen als Arkusfunktionen kommt aus dem Lateinischen. So
ist der arcsin x der Bogen (die Groe des Winkels im BogenmaR), dessen Sinus den Wert x

besitzt (arcus cuius sinus est x)."

2.1.3 Graphische Darstellung und Eigenschaften der Winkelfunktionen

In diesem Abschnitt sollen die Funktionsgraphen der oben besprochenen Winkelfunktionen

vorgestellt und auf ihre Eigenschaften hin untersucht werden.

Graphen von sin x und cos x

COSX |, I

Abbildung 13: Graphen von sin x und cos x

. . . . . . . . . . . T
Die Kurven der Sinus- und der Kosinusfunktion sind sich sehr dhnlich, sie sind zueinander um >

verschoben. Daraus lisst sich ableiten, dass:

. 1
Sll’l(X+ E) = COSX

' Manchmal wird anstelle von arcsin, arccos und arctan auch sin”', cos™ und tan" verwendet. Diese Schreibweise
kann auf diversen Taschenrechnern gefunden werden, durch sie kann es aber zu Verwechslungen mit den
jeweiligen Kehrwerten der Winkelfunktionen kommen.

2 Vgl. Enp, Kurt / Lun, Wolfgang: Analysis I, S. 245.

1 Vgl. ZemLer, Eberhard: Teubner-Taschenbuch der Mathematik, S. 69.
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Beweis:

Nach den Additionstheoremen gilt:

sin| x + T = sinxcos£+ cosxsinE
2 2 2

Es lasst sich zudem berechnen, dass:
cos% =0 und sinZ =1

woraus durch Einsetzen die Behauptung folgt. m

Bei genauer Betrachtung der Definitionen der Winkelfunktionen am Einheitskreis zeigt sich,
dass sich die Funktionswerte nach einer Periode von 360° bzw. 2n wiederholen. In obiger
Abbildung scheint es ebenfalls so, als wiirden sich Graphenabschnitte nach dieser Lange wieder-
holen. Diese Eigenschaft wird Periodizitit genannt und ldsst sich genauso mit den Additions-

theoremen erklaren.

periodisch
Eine Funktion f wird periodisch mit Periode(nldnge) p # 0 (kurz: p-periodisch)

genannt, wenn f(t + p) = f(t) fiir alle t aus dem Definitionsbereich.

Periodizitit von Sinus und Kosinus

sin X und cos x besitzen eine Periodenlidnge von 2w bzw. 360°.

Beweis:

Esgilt sin(x+ 2m) = sin x cos 2w+ cos x sin 27.

Mit cos 2n = 1 und sin 2n = 0 folgt:

sin(x+ 2m) = sinx

Weiters ldsst sich diese Aussage mittels Rekursion zu sin(x + 2mk) = sin x mitkeZ

verallgemeinern.

Die Argumentation fiir die Kosinusfunktion verlduft analog. o

Die in obiger Abbildung eingezeichneten Parallelen zur x-Achse durch die Punkte (0/1) und
(0/-1) legen nahe, dass die Sinus- und die Kosinusfunktion keine Extremstellen besitzen, die liber
oder unter diesen Werten liegen. Ein Blick auf die Definition am Einheitskreis erhértet diesen

Verdacht, Gewissheit liefert jedoch nur die Differentialrechnung.

4 Vgl. Heuser, Harro: Lehrbuch der Analysis, S. 337.
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Extremstellen von Sinus und Kosinus

sin x besitzt Hochstellen bei x= §+ 2 m-k und Tiefstellen bei x= —g+ 2n-k mitkeZ.

cos x besitzt Hochstellen bei x=2n-k und Tiefstellenbei x=n+ 2n-k mitkeZ.

Beweis:
Aufgrund der Periodizitit geniigt es, den Bereich [0, 2n[ zu betrachten, denn jede
darin vorkommende Extremstelle wiederholt sich nach 2x. Das impliziert, dass es nur

lokale und keine globalen Extremstellen geben kann. Die Ableitung des Sinus ist:

d .
—sinX = CoSX
dx

Die Nullstellen der Ableitung und damit mdgliche Extremstellen finden sich bei:

Y —

X, =3 und X, = >

Weiters gilt:

2

——sinx = —sinXx
2

dx
2 2 3

. e E o da . _ o windn

>sinx; = —sin5 = —1 o sin X, sin 5 1

Damit ist x; eine lokale Hochstelle und x, eine lokale Tiefstelle von sin x.

Analog finden sich 0 als lokale Hochstelle und & als lokale Tiefstelle von cos x. o

Aus der Kenntnis der Extremstellen ldsst sich auch auf das Monotonieverhalten schlieBBen.

Monotonieverhalten von Sinus und Kosinus

sin x verlduft monoton wachsend fiir:
~I+2mek, T+2n-k] keZ
und monoton fallend fiir:

{§+2n-k, 3g+2n'k] keZ

cos x verlauft monoton wachsend fir:
27 -k, m+2n-k] keZ
und monoton fallend fur:

[n+2n-k, 2n+2n k| kezZ
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Die Symmetrieeigenschaften des Sinus und des Kosinus wurden bei der Einfithrung der Winkel-

funktionen am Einheitskreis vorgestellt und sollen hier nochmals formal beschrieben werden.
Symmetrieeigenschaften von Sinus und Kosinus
sin x ist punktsymmetrisch mit dem Ursprung als Symmetriepunkt wegen:

sin(—x) = —sin X

cos x ist achsensymmetrisch mit der y-Achse als Symmetrieachse wegen:

cos(—x) = cosx

Wichtig festzuhalten ist, dass oben genannte Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktionen
nur fiir sin x und cos x gelten. Werden weitere Parameter hinzugefiigt, so konnen die Graphen
sehr stark von denen der obigen Funktionen abweichen. Fiir die Sinusfunktion soll dies kurz

dargestellt werden, fiir die Kosinusfunktion gelten die Erkenntnisse in gleicher Weise.

asin(lbx+c¢)+d

Jeder einzelne der Parameter a, b, c, d dndert den Graphen der Sinusfunktion auf
besondere Weise. Die Schwingungsweite (auch Amplitude genannt) wird durch a
verindert. Dieser Wert bestimmt, wie weit Hoch- und Tiefstellen vertikal voneinan-
der entfernt sind. Eine Anderung von b hat eine Anderung der Periodenlinge zur
Folge. Die Periodenldnge ergibt sich aus dem Quotienten von 27w und b. Der
Parameter ¢ kann eine Phasenverschiebung herbeifiihren. Dieses Phanomen wurde
bereits bei der Verschiebung der Sinusfunktion beobachtet, woraus sich die
Kosinusfunktion ergibt. Eine Verdnderung von d hat schlielich eine Verschiebung

auf der y-Achse zur Folge.

sin x 2 3sin(2x—4)-2

VRN ARy

b 3

Abbildung 14: Anderung der Sinusfunktion durch Parameter
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Obige Abbildung zeigt, dass durch die entsprechende Wahl der Parameter eine Funktion entsteht,
die mit der allgemeinen Sinusfunktion nur noch die periodische Wiederkehr der Funktionswerte

gemeinsam hat.

Graph von tan x

Abbildung 15: Graph von tan x

Der Funktionsgraph der Tangensfunktion unterscheidet sich deutlich von jener der Sinus- und
der Kosinusfunktion. Der Definitionsbereich umfasst beispielsweise nicht die gesamten reellen
Zahlen, wie die senkrechten Asymptoten erahnen lassen. Die weiteren Eigenschaften werden in

untenstehender Tabelle aufgelistet:"

Periodizitét Periodenlénge &

Extremstellen keine Extremstellen

Monotonie auf dem ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend
Symmetrie punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung

'3 Vgl. ZemLer, Eberhard: Teubner-Taschenbuch der Mathematik, S. 63f.
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Graphen der Arkusfunktionen

Wie die Winkelfunktionen selbst, so konnen auch deren Inversen im entsprechenden

Definitionsbereich graphisch dargestellt werden:

arccos x

_________ L
2

arcsin X

Abbildung 16: Graphen der Arkusfunktionen

Dass es sich bei diesen Funktionen um keine periodischen Funktionen handelt, ist leicht ersicht-

lich. Die weiteren Eigenschaften sehen wie folgt aus:'

arcsin x

Extremstellen keine Extremstellen

Monotonie auf dem ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend
Symmetrie punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung
arccos X

Extremstellen keine Extremstellen

Monotonie auf dem ganzen Definitionsbereich streng monoton fallend
Symmetrie punktsymmetrisch zum Punkt (0,3)

arctan x

Extremstellen keine Extremstellen

Monotonie auf dem ganzen Definitionsbereich streng monoton wachsend
Symmetrie punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung

' Die Darstellung der Arkusfunktionen mit GeoGebra oder WolframAlpha ldsst die Existenz dieser Eigenschaften

plausibel erscheinen.
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2.1.4 Polarkoordinaten

Um Punkte rdumlich zu verorten, braucht es ein Bezugssystem oder Koordinatensystem. Dabei
sind vor allem zwei verschiedene Systeme im zwei- wie auch dreidimensionalen Raum ge-

brauchlich, ndmlich kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten.

In der Ebene
Wihrend bei kartesischen Koordinaten die Abstinde von zwei zueinander orthogonalen Geraden
zur Ortsbestimmung geniitzt werden, verwendet man bei den Polarkoordinaten einen Winkel

(von einer Geraden gemessen) und den Abstand von einem zuvor definierten Ursprungspunkt.

Abbildung 17: ebenes Koordinatensystem

Obige Abbildung zeigt die Ortsbestimmung eines Punktes P der Ebene sowohl mit kartesischen
Koordinaten (x, y) als auch mit Polarkoordinaten (r, ¢). Die Umrechnung von der einen Darstel-

lung in die jeweils andere erfolgt iiber:
X = r-coso y = r-sin @ 0<op< 2mn

bzw.:

r = Vx’+ y’ tang = %17

Die ebenen Polarkoordinaten kdnnen beispielsweise dazu verwendet werden, komplexe Zahlen

darzustellen. Oft wird eine solche komplexe Zahl geschrieben als:

7z = a+ bi

17 Vgl. Wirtmany, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 363f.
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Hierbei entspricht a dem Realteil, der auf der x-Achse aufgetragen wird, und b dem Imaginérteil,
den man entsprechend auf der y-Achse verortet. Verwendet man stattdessen die Darstellung in

ebenen Polarkoordinaten, so wird z geschrieben als:

Z = rcosa+irsina = r(cosa+ isina)

Wobei r = \/a2+ b’ und tana = =.18

a
e

Kugelkoordinaten

Das Aquivalent zu den Polarkoordinaten der Ebene sind die Kugelkoordinaten im Raum. Fiir die
Punktbestimmung im Raum wird in einem kartesischen Koordinatensystem eine weitere

Bezugsgerade eingefligt, Polarkoordinaten werden um einen zusitzlichen Winkel erweitert.

Abbildung 18: raumliches Koordinatensystem

Obige Abbildung zeigt die Ortsbestimmung eines Punktes P des Raumes sowohl mit kartesischen
Koordinaten (x, y, z) als auch mit Kugelkoordinaten (r, ¢, 6). Die Umrechnung von der einen

Darstellung in die jeweils andere erfolgt {iber:

X = r-cos¢-cosb y = r-sin@-cos0 Z = r-sin@
— _z < I
T< ¢=<n 5 < 0 =7 r=0
bzw.:
_\/z 2, 2 tano = Y tanh = ——%2_19
r=Vx+y+z ¢ X Xty

'8 Vgl. ZeLer, Eberhard: Teubner-Taschenbuch der Mathematik, S. 228f.
' Vgl. FiLLER, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 3f.
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2.1.5 Sphiirische Trigonometrie

,» Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist die Strecke.' Legt man diesem Satz die uns
geldufige Vorstellung einer Strecke zugrunde [...], so ist die kiirzeste Verbindung zwischen Berlin
und Melbourne ein durch die Erdkugel gegrabener Tunnel.“*° Wollen wir uns jedoch mit einem
Flugzeug oder einem Schiff fortbewegen, so muss eine andere kiirzeste Verbindung gefunden
werden. Zumeist wird die Erde als Kugel beschrieben und diese Anndherung ist fiir sehr viele
Situationen hinreichend genau. Obige Verkehrsmittel bewegen sich demnach auf einer Kugel-
oberflache (Sphire), womit eine Begriindung fiir die Beschéftigung mit der Geometrie auf der
Kugeloberfliche gegeben ist. Sphirische und euklidische Geometrie unterscheiden sich in man-
cherlei Hinsicht. So finden Geraden der euklidischen Geometrie in den GroBkreisen auf der

Sphire eine Entsprechung.

GroBkreise / Kleinkreise

GroBkreise, auch sphérische Geraden oder S-Geraden genannt, besitzen denselben
Mittelpunkt und denselben Radius R wie die Sphére. Daneben gibt es noch Kreise,

deren Radius geringer als R ist, diese werden als Kleinkreise bezeichnet.”

GroBkreis

-
- ]

O Kleinkreis

Abbildung 19: GroBkreis und Kleinkreis

Weiters ist bekannt, dass zwei Geraden hochstens einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen
konnen, zumindest in der euklidischen Geometrie. Davon abweichend besitzen zwei nicht idente

S-Geraden jedoch immer genau zwei Schnittpunkte.

20 FiLLer, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 1.
2! Vgl. FiLLER, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 5-7.
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Sphirisches Zweieck

Zwei verschiedene GroBkreise schneiden einander in genau zwei Punkten und teilen
die Sphire damit in vier Zweiecke. Die jeweils gegeniiberliegenden Zweiecke sind
deckungsgleich. Die Winkel o und o' eines Zweiecks sind gleich grof3 und entspre-

chen dem Winkel der Tangenten an den GroBkreisen im Schnittpunkt.”

Abbildung 20: links der Schnitt zweier Grofkreise und rechts ein Zweieck

An dieser Stelle soll erwéhnt werden, dass die Seitenldnge des Zweiecks, genau wie alle anderen
Bogenldngen auf der Sphére, in der Form eines Winkels angegeben werden. Dabei wird zumeist

das Bogenmal} genutzt. Der blaue Bogen in Abbildung 21 besitzt demnach die Linge o.

LN

o ~

~—_

Abbildung 21: sphirische Bogenldnge

2 Vgl. FiLLER, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 9, 13; vgl. ZeLer, Eberhard: Teubner-
Taschenbuch der Mathematik, S. 770.
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Sphirisches Dreieck

Durch das Schneiden von drei GroBkreisen entsteht ein sphérisches Dreieck™, genau-
er gesagt entstehen dadurch sogar zwei sphirische Dreiecke, die einander gegen-
iiberliegen. Im Folgenden werden nur solche sphérischen Dreiecke betrachtet, die
auch zugleich eulersche Dreiecke sind, d.h. sdmtliche Seitenldngen und Winkel sind

kleiner als 7 (bzw. 180°).**

Abbildung 22: sphirisches Dreieck

Eine der Besonderheiten sphérischer Dreiecke ist, dass sie im Gegensatz zu ebenen Dreiecken

mehr als einen rechten Winkel besitzen konnen. Zudem ist die Winkelsumme stets grof3er als 7.

Sphirischer Exzel3

,»Ist ABC ein eulersches Dreieck mit den Innenwinkeln a, B und v, so heif3t die GroBe

€:= a+ B +vy— 180°, sphirischer ExzeB dieses Dreiecks.**

Abbildung 23: sphirisches Dreieck mit zwei rechten Winkeln

Abbildung 23 zeigt ein sphdrisches Dreieck mit Exzefl € = 90° + 90° + 86° - 180° = 86°.

» Die Fille, in denen durch den Schnitt dreier GroBkreise kein sphirisches Dreieck entsteht, werden im Rahmen
dieser Arbeit nicht erortert.

** Vgl. FILLER, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 15.

2 FiLLer, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 19.
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Nachdem einige grundlegende Begriffe der sphérischen Trigonometrie erdrtert wurden, sollen
nun noch drei zentrale Sitze folgen. Dazu wird ein beliebiges eulersches Dreieck mit Seiten a, b,

c und den jeweils gegeniiberliegenden Winkeln a, 3, y, wie in folgender Abbildung, betrachtet.

Abbildung 24: eulersches Dreieck

Sinussatz

sina _ sinb _ sinc

sin o sin 3 sin y

Seitenkosinussatz

cosa = cosb-cosc+ sinb-sinc-cosa
cosb = cosa-cosc+ sina-sinc-cosf

cosc = cosa-cos b+ sina-sinb-cosy

Winkelkosinussatz
cosa = —cosP-cosy+ sinf-siny-cosa
cosf} = —cosa-cosy+ sino-siny-cosb
. . 26
cosy = —cosa-cosfP+ sina-sinB-cosc

Sinus- und Kosinussatz sind bereits aus der ebenen Trigonometrie bekannt und so stellt sich die

Frage, ob sich hier ein Zusammenhang mit der sphéirischen Trigonometrie herstellen ldsst.

»Wegen lim_, Sii" = 1 geht [der sphidrische Sinussatz] fiir sehr kleine Seitenldngen in den
Sinussatz der ebenen Trigonometrie {iber.“*’ In gleicher Weise geht auch der Seitenkosinussatz in

den Kosinussatz der ebenen Geometrie uber.

% Vgl. FILLER, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 28f.
27 FiLLer, Andreas: Euklidische und nichteuklidische Geometrie, S. 28.
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2.2 Anwendungssituationen im Sinne der Schulmathematik

2.2.1 Vermessungskunde

Trigonometrische Hohenmessung

In der Vermessungskunde gibt es mehrere Methoden, um Entfernungen und Hohen zu ermitteln.

Eine davon ist die trigonometrische Hohenmessung, die an Abbildung 25 erklart wird.

7

Abbildung 25: trigonometrische Hohenmessung?*

Gesucht ist hierbei der Hohenunterschied h zwischen den beiden im Boden angebrachten
Markierungen, deren Hohen mit Ha und Hg bezeichnet sind. Die Hohen von Ha und Hg beziehen
sich dabei auf das vormals verwendete Nullniveau, genannt Normalnull (NN.). Um h berechnen
zu konnen, miissen Ha, a, b, s und entweder der Zenitwinkel z oder der Hohenwinkel a bekannt
sein. Sodann ergibt sich h aus:

h =H;—H, = s-cotz+a—b

Diese aus einem Werk zur Vermessungskunde” entnommene Gleichung wird im Folgenden kurz
tiberpriift: Zunichst entspricht der Kotangens von z dem Verhiltnis vom Hohenunterschied
zwischen A und B zu s, der horizontalen Distanz zwischen diesen beiden Punkten. Mit s multipli-
ziert ergibt sich der Hohenunterschied von A und B. Zu diesem wird nun die Hohe des Mess-
gerdtes (a) addiert und die Hohe des gemessenen Punktes iiber der zweiten Markierung (b)

subtrahiert. Das Ergebnis ist, wie gewiinscht, der Hohenunterschied zwischen den Messpunkten.

2 Vgl. Grossmann, Walter: Vermessungskunde I11, S. 7.
» GrossmaNN, Walter: Vermessungskunde 111, S. 7.
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Weil der Kotangens im Schulunterricht nicht zwingend eingefiihrt werden muss, kann an dessen
Stelle auch der Tangens von a verwendet werden. Mochte man solcherlei Vermessungsaufgaben
in der Schule behandeln, so empfiehlt es sich im Sinne der Authentizitdt noch folgenden Hinweis

zu berticksichtigen:

»Diese Gleichung gilt nur fiir Entfernungen bis etwa 250 m; bei groBBeren Entfer-
nungen miissen die Kriimmung der Erdoberfliche und die Beugung des Zielstrahls

durch die Refraktion beriicksichtigt werden.**

Die im Unterricht gestellten mathematischen Aufgaben sollten unter Beriicksichtigung dieses

Umstands ausgewéhlt werden.

Turmhoéhenbestimmung mit horizontalem Hilfsdreieck

Da eine Turmspitze oftmals nicht am Rande eines Gebdudes emporragt, ist eine direkte
Bestimmung des Abstandes zwischen Messgerit und jener Turmspitze nicht immer méglich.” In
Abbildung 26 wird die Distanz zwischen Turm und Messgerdt mit dem Horizontalabstand s

veranschaulicht.

“

Abbildung 26: Turmhohenbestimmung mit horizontalem Hilfsdreieck?

3 Grossmann, Walter: Vermessungskunde 111, S. 7f. Bacumann vernachléssigt den Einfluss der Erdkriimmung und
der Refraktion bis zu einer horizontalen Distanz von 300 m; vgl. Bacamann, Emil: Vermessungskunde, S. 179.

31 Vgl. Grossmann, Walter: Vermessungskunde 111, S. 171,

32 Vgl. Grossmany, Walter: Vermessungskunde I1I, S. 17.
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Zur Bestimmung von s steckt man einen weiteren Punkt B in einem bekannten Abstand b von A

ab und misst die Winkel o und B. Im Grundriss ergibt sich somit folgendes Bild:

Abbildung 27: horizontales Hilfsdreieck®

Damit lisst sich s unter Zuhilfenahme des Sinussatzes errechnen aus:*

s b
sinf sin(180— (o + p))
s b
sinp  sin(a+ p)
< __sinf3
sin(a+ B)

Nachdem mit dem Hilfsdreieck die horizontale Entfernung s bestimmt werden konnte, folgt die

Berechnung von Hr durch: Hy = Hy+a+s-cotz

Turmhdéhenbestimmung mit vertikalem Hilfsdreieck
Ist die Erstellung eines horizontalen Hilfsdreieckes aus Platzgriinden nicht moglich, so kann

ersatzweise auch mit einem vertikalen Hilfsdreieck gearbeitet werden:

Abbildung 28: Turmhdhenbestimmung mit vertikalem Hilfsdreieck™

3 Vgl. Grossmann, Walter: Vermessungskunde 111, S. 17.
3* Grossmany, Walter: Vermessungskunde 111, S. 17.
3% Vgl. Grossmany, Walter: Vermessungskunde 11, S. 18.
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Bei dieser Variante der Turmhdhenbestimmung®® werden zwei Messpunkte A und B so gewihlt,
dass sie in einer Vertikalebene liegen. Der Abstand d zwischen den Messpunkten sowie die
beiden Zenitwinkel werden durch Messungen bestimmt. Ahnlich wie im vorangegangenen Bei-

spiel ldsst sich Hr bestimmen durch:

H, = H,+a+ (d+e)-cotz, bzw. H, = H,+ b+ e-cotz,

Somit ldsst sich durch Gleichsetzen und Umformen e berechnen:

d-cotz,+ H,+a—H;—b
c =
cotz,—cotz,

Mittels e kann dann aus einer der beiden oberen Gleichungen Hr errechnet werden. Auch hier
lasst sich, falls gewiinscht, anstelle des Kotangens des Zenitwinkels der Tangens des Hohen-

winkels verwenden.

Streckenmessung mit Basislatte

Neben Hohenbestimmungen lassen sich mit vermessungstechnischen Methoden auch Strecken-

lingen bestimmen. Eine Moglichkeit bietet die indirekte Streckenmessung mit Basislatte.’’

Abbildung 29: indirekte Streckenmessung mit Basislatte

Ziel ist es, die Strecke s zwischen den beiden Punkten S und P zu bestimmen. Mit b wird die
bekannte Lange einer waagrecht aufgestellten Basislatte bezeichnet, der Winkel y wird mit Hilfe

eines Theodoliten gemessen. Dann gilt:

SP =s = —-cot+
S 002

3 Vgl. Grossmann, Walter: Vermessungskunde 111, S. 18f.
37 Vgl. Grossmann, Walter: Vermessungskunde 11, S. 50.
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Punktbestimmung mittels Vorwértseinschneiden

Bei diesem Verfahren geht es darum, die Lage eines neuen Punktes N im Geldnde zu bestim-
men.” Messungen werden dabei von bekannten Punkten zum unbekannten Punkt, also ,,nach
vorne®, vorgenommen. Benotigt werden dafiir die Koordinaten zweier bestehender Punkte A und
B. Werden die Koordinaten von A bzw. B mit (xa, ya) bzw. (Xs, ys) bezeichnet, so errechnet sich

die Entfernung c dieser Punkte, unter Zuhilfenahme des Lehrsatzes von Pythagoras, durch:

¢ = \/(XA_XB)Z"' (yA_YB)Z

Abbildung 30: Vorwértseinschneiden

Mit dem Theodoliten werden die beiden Winkel o und  von A bzw. B zu N hin gemessen. Uber
die Winkelsumme ist damit auch y bekannt und es lassen sich die Streckenléingen a und b mit
dem Sinussatz errechnen. Das Dreieck ABN ist damit bestimmt. Zur Berechnung der Koordi-

naten von N wird das Hilfsdreieck mit den Seiten x;, y; und a verwendet. o, ergibt sich aus:

(YA_YB)

t =
T )

und damit errechnet sich o, aus:

o= a+a,

Mit a, kénnen in besagtem Hilfsdreieck nun x; und y, bestimmt werden:

X, = a-cosa, bzw. y, = a-sina,

Uber die bekannten Koordinaten (xa, ya) von A lassen sich so die Koordinatenwerte von N

ermitteln:

XN = Xt X bzw. YN = YA Yy

¥ Vgl. Bacumann, Emil: Vermessungskunde, S. 119f; vgl. Wirtmann, Erich Christian: Elementargeometrie und
Wirklichkeit, S. 383f.
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Punktbestimmung mittels Riickwértseinschneiden

Alternativ konnen die Messungen auch vom neuen Punkt aus ,zuriick“ zu den bekannten
Punkten getdtigt werden, dies wird dann als Riickwértsschnitt bezeichnet. Als bekannt voraus-
gesetzt werden dabei die Koordinaten dreier Punkte A = (x4, ya), B = (Xs, ys) und C = (Xc, yc).
Diese drei Punkte bilden ein Dreieck, dessen Seitenlingen a = BC, b = AC und ¢ = AB analog
zur Seite ¢ = AB beim Vorwirtseinschneiden berechnet werden koénnen. Mit dem Kosinussatz
lasst sich sodann der Winkel B = <xABC berechnen. Durch die Messung zweier Winkel vom
Neupunkt N aus zu den bekannten Punkten hin sind die Lage der Punkte A, B, C, die Lédngen von
a und c sowie die Winkel B, 6 und €, wie in folgender Abbildung dargestellt, bekannt.

Abbildung 31: Riickwirtseinschneiden®

Die Verwendung des Sinussatzes in den Dreiecken ABN und BCN fiihrt zu:*

csin o — a sin
e - pN = 23V
sin o sin €

daraus folgt:

sino. _ asind _

- - c k
sin vy csine

Es sind a, ¢, 6 und € bekannt, daher kann k berechnet werden:

sin o
sin y

=k

¥ Vgl. Wirtmann, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 382.
4 Vgl. Wirtmann, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 382f.
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Wird dieses Ergebnis umgeformt, so folgt:
sina = ksiny
sina—siny = (k—1)siny

sina+ siny = (k+ 1)siny

dies ergibt:

sina—siny _ k—1
sin o+ sin y k+1

Werden hier die Formeln fiir die Summe zweier trigonometrischer Funktionen*' angewendet, so

fihrt dies zu:

2cosa+vsina_v
2 _ k-1
.oty o—y k+1
2
sin > cos >

Falls 22Y ;ég , kann weiter umgeformt werden zu :
. 0=y .oty
sin— _ 1 S0
cosm;Y k+ 1 cosu;y
bzw.:
tan® =Y — k—lt N

2 k+ 1T,

Die Winkelsumme im Viereck ABCN, die sich aus der Summe der Winkelsummen der beiden
Dreiecke ABN und BCN ergibt, liefert die Summe von o und y indem:
o+ y = 360°—(B+ &+ ¢€)

Damit sind alle notwendigen Bestimmungsstiicke fiir tan*>" und damit auch fiir a - y bekannt.
Aus o + v und a + v lassen sich a und y errechnen. Mit Hilfe der Winkelsummen in den jeweili-
gen Dreiecken werden als nichstes die Winkel B; und B, und mit dem Sinussatz die fehlenden
Lingen AP, BP und CP ermittelt. Die Koordinaten von N lassen sich dann, analog zur Vor-

gehensweise beim Vorwirtseinschneiden, durch das Einzeichnen von Hilfsdreiecken bestimmen.

41 Vgl. Wirtman, Erich Christian: Elementargeometrie und Wirklichkeit, S. 381.
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2.2.2 Geodisie

Die Wissenschaft, welche sich vorrangig mit der Ausmessung und Abbildung der Erdoberfléche
beschiftigt, wird als Geodésie bezeichnet.* Die Beschreibung der Erde, die im alltiglichen Ge-
brauch zumeist als Kugel bezeichnet wird, ist eine Thematik, die Wissenschaftler seit Jahr-
tausenden beschiftigt. Im Griechenland der Antike war das Kugelmodell vorherrschend. So
waren beispielsweise Pythagoras und Aristoteles von der Kugelgestalt {iberzeugt und auf dieser
Annahme wurde sogar der Erdradius durch Eratosthenes berechnet.” Aufbauend auf Beobach-
tungen unterschiedlicher Gravitationskrifte, abhingig davon, ob man sich nidher am Aquator
oder an einem Pol befindet, entwickelte Isaac Newton im 17. Jh. ein neues Modell der Erd-
oberfldche. Seinen Erkenntnissen zufolge musste es sich bei der Erde um ein Rotationsellipsoid
handeln.** Im 19. Jh. wurde von Gaul und Bessel auch dieses Modell zugunsten des Modells des
Geoids abgelehnt.” Selbst das Geoid ist nur eine Anniherung an die tatsichliche Gestalt der
Erde, denn diese ist durch Anderungen der Erdrotation und Bewegungen tektonischer Platten in
stetigem Wandel. Dies fiihrte gegen Ende des 19. Jh. zu der Auffassung, dass eine
dreidimensionale Betrachtung der Erdoberfldche nicht ausreiche, weshalb die Zeit als vierte

Dimension in das Erdmodell mit einzuflieBen begann.*

Trotz dieser Erkenntnisse soll im Folgenden von der Kugelgestalt der Erde ausgegangen werden,
denn fiir grobe Anndherungen ist dieses Modell vollig ausreichend. Das verwendete Koordina-
tensystem besitzt den Erdschwerpunkt als Ursprung. Die z-Achse verlduft durch den Nord- wie
den Siidpol, die x-y-Ebene durch den Aquator und die x-z-Achse schneidet die Erdkugel am
Greenwich-Nullmeridian. Durch entsprechende Ausrichtung der y-Achse wird ein rechts-
hindiges System gebildet.*” Wenn die Position eines Punktes auf der Erdsphire ermittelt werden
soll, so geniigen fiir dessen oOrtliche Bestimmung die Kenntnis der Winkel ¢ und 6, denn der

Erdradius ist fiir alle Punkte auf der Erdoberflache identisch.

42

Vgl. Torge, Wolfgang: Geodaisie, S. 1.
# Vgl. Torae, Wolfgang: Geodisie, S. 4f.
* Vgl. Torak, Wolfgang: Geodisie, S. 7.
Vgl. Torae, Wolfgang: Geodéisie, S. 9.
% Vgl. Torae, Wolfgang: Geodisie, S. 12.
47 Vgl. Torak, Wolfgang: Geodisie, S. 29f.

45



34

Berechnung der kiirzesten Strecke auf der Sphére

Um den kiirzesten Abstand zweier Punkte A und B auf einer Kugeloberfldche (als Luftlinie oder
orthodrome Entfernung bezeichnet*) zu ermitteln, werden nur @a, 0a, @z und 0z benétigt. Es soll
das Dreieck, welches A, B und den Nord- oder Siidpol als Eckpunkte besitzt, betrachtet werden.
In einem solchen Dreieck sind, wie in Abbildung 32 dargestellt, die zwei Seiten AN und BN und
der Winkel <ANB bekannt.

Aquator

Abbildung 32: Abstand zweier Punkte auf der Sphére

Unter Verwendung des Seitenkosinussatzes (siche Abschnitt 2.1.5) ergibt sich die unbekannte
Strecke AB aus:
cos AB = c0s(90°—0,)-cos(90°—0,)+ sin(90°—0, ) -sin(90° —0)-cos(¢, + @)

Soll die so ermittelte Strecke AB in km statt in Grad angegeben werden, so bedarf es noch der

Umrechnung in den Kreisbogen: b 2rn AB
360

Fiir den Erdradius r kann dabei eine Linge von 6370 km angenommen werden.*

* Vgl. Torae, Wolfgang: Geodisie, S. 33.
4 Vgl. Torak, Wolfgang: Geodisie, S. 33.
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Polares Anhdngen

Eine weitere mogliche Aufgabenstellung der Geodisie wird als polares Anhéngen bezeichnet.”
Dabei sollen die Koordinaten eines neu vermessenen Punktes auf der Sphéire bestimmt werden.
Gegeben ist also die Position eines Punktes A mit den Koordinaten (@a, 04) und die gemessene
Strecke s = AB in km sowie der gemessene Winkel a beim Eckpunkt A des Dreiecks ABN.
Gesucht sind die Koordinaten (g, 05) des Punktes B.

Aquator

Abbildung 33: polares Anhdngen

Zuerst ist es notwendig, die Strecke s in einen Winkel umzurechnen. Geniitzt wird dabei
wiederum die (umgeformte) Formel zur Berechnung des Kreisbogens aus dem vorangegangenen
Beispiel: 360 ——

= AB
2rm

Der Seitenkosinussatz der Form:
c0s(90°—0,) = cos(90°—0,)-cosAB+ sin(90°—0, )-sin AB-cos o

liefert 90° - 0 und damit in weiterer Folge 0.

% Vgl. Becker, Matthias / Hene, Klaus: Geodisie, S. 107-110.
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Der Sinussatz in der Form: sin(90°— B) _ sins

sin o sin y

ermdoglicht die Bestimmung von v: Y = Q.+ 0

und damit auch die Berechnung von @g.

2.2.3 Vorginge in der Natur

Populationsdynamik
Es gibt Vorgédnge in der Natur, die rhythmisch verlaufen, manche davon sogar zyklisch. Als

Beispiel dafiir sei das Riduber-Beute-Modell aus dem Bereich der Populationsdynamik genannt.”'
Dieses Modell beschreibt die Wechselwirkungen, die zwischen den Populationen zweier Tier-
arten entstehen, wobei eine Art als Beutetier der anderen Art gesehen wird. Eine solche Bezieh-

ung findet sich beispielsweise zwischen Schneeschuhhasen und Luchsen.

mmm snowshoe hare Yy

population {in thousands)

0
1855 1865 1875 1885 1895 1905 1915 1925
year

© 2011 Encyclopaedia Britannica, Inc.

Abbildung 34: Population von Schneeschuhhasen und Luchsen™

Die RegelmiBigkeiten bei der Zu- und Abnahme der beiden Populationen sind eindeutig zu
erkennen. Es handelt sich hierbei nicht um einen passgenauen sinusformigen Verlauf. Dariiber
hinaus ist zu beachten, dass die Entwicklung der beiden Populationen nicht nur in Abhéngigkeit
voneinander stattfindet, sondern auch zahlreichen anderen Einfliissen unterworfen ist. So miissen
Beutetiere meist mehr als nur einen Réuber fiirchten und Réuber ihrerseits machen Jagd auf
verschiedene Beutetiergruppen; zusitzlich konnen Eingriffe durch den Menschen einen nicht un-

erheblichen Einfluss haben. Man denke hierbei an die gezielte und ungebremste Jagd auf einzel-

1 Vgl. Rensing, Ludger: Biologische Rhythmen und Regulation, S. 104-112.
52 Online abgerufen am 26. 10. 2017 unter: www.britannica.com/topic/population-fluctuation.
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ne Tierarten oder das Einschleppen gebietsfremder Arten in neue Lebensrdume. Soll jedoch das

Modell tibersichtlich bleiben, so ist eine Approximation durch Sinuskurven durchaus passend.

Die Daten zur Berechnung der jeweiligen Parameter fiir diese Verldufe wurden aus der voran-
gegangenen Graphik abgelesen. Es ergibt sich fiir die Hasen bzw. fiir die Luchse:
— (T n — (T 11m
h(x) = 30-sin(-x—7)+ 50 I(x) = 25-sin(§-x — %)+ 35

Bei den beiden Funktionsgraphen ist lediglich die Periodenlédnge gleich, Amplitude, Phasen-
verschiebung und Verschiebung an der y-Achse unterscheiden sich. Erkldrt werden kann dies
durch Vorgénge in der Natur. Mit einem Steigen der Hasenpopulation steigt das Nahrungsan-
gebot fiir die Luchse, dadurch féllt es ihnen leichter sich zu vermehren, wodurch die Popula-
tionszahlen ebenfalls ansteigen. Die steigende Anzahl an Luchsen senkt wiederum die Popula-
tionsgroBBe der Hasen, was im Umkehrschluss zu einer Reduktion der PopulationsgroB3e der
Luchse fiihrt. Dieser Kreislauf erklart die Zyklizitdt sowie die gemeinsame Periodenldnge. Die
Phasenverschiebung ergibt sich aus der Reaktionszeit, also der Zeit, die verstreicht, bevor die

Luchse sich auf die Vermehrung bzw. Verminderung des Nahrungsangebotes einstellen konnen.

Population (in thousand )

A
Schneeschuhasen
Luchse
80
60
40
20
0 -
1850 1860 1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930

Abbildung 35: sinusformiger Verlauf von Populationen

Ein solches Modell kann bei Bedarf um weitere Verldufe erginzt werden. Es fungiert immerhin
jedes Beutetier als Jager seines Futters, im Falle des Hasen wire das Gras. AuBlerdem sind viele
Jager selbst wieder Beute fiir andere Tiere, junge Luchse etwa miissen sich vor Wolfen, Adlern

und Béren in Acht nehmen.
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Der Einfluss des Mondes

Ein weiterer zyklischer Vorgang in der Natur ldsst sich beim Wechselspiel von Ebbe und Flut
beobachten. Die Gezeiten entstehen durch die Gravitationskrifte von Sonne und Mond, wobei
diese sich gegenseitig verstirken oder abschwéchen. Zur Veranschaulichung betrachte man einen
fixen Punkt P an der Erdoberfldche. Innerhalb eines Mondtages (entspricht 24,8 Stunden) kommt
es zu zwei von der Mondgravitation verursachten Ebben und Fluten. Ein Hochwasserstand wird
erreicht, wenn der Mond, der Punkt P und der Erdkern in einer Linie stehen. Entsprechend ist
Ebbe, wenn diese Punkte einen rechten Winkel bilden. Analog werden auch von der Sonne
Gezeiten hervorgerufen. Dadurch, dass die Sonne eine vielfach groere Entfernung zur Erde hat
als der Mond, ist deren Wirkung allerdings nur etwa halb so stark. Aus der unterschiedlichen
Dauer eines Mondtages zu jener eines Sonnentages (entspricht 24 Stunden) resultiert eine
Phasenverschiebung der beiden Kréfte. Bei Neumond und Vollmond verstérken sich die beiden
Krifte gegenseitig, diese Zeit nennt man Springzeit. In den beiden Halbmondphasen, in der
Astronomie erstes und letztes Viertel genannt, schwichen sich die Effekte gegenseitig ab, man

spricht von der Nippzeit.”

Mond
Sonne

A / = 7cit in Tagen
0,2W 0,6 v

Abbildung 36: Gravitationskréfte von Sonne und Mond

Innerhalb eines Sonnentages verursachen Sonne und Mond je zwei Hoch- und Niedrigwasser-

stinde. Die Phasenverschiebung sorgt bei der Uberlagerung fiir eine sogenannte Schwebung.

—
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Abbildung 37: Gezeitenschwankung

33 Vgl. RensinG, Ludger: Biologische Rhythmen und Regulation, S. 113-115; siche auch weiterfiihrende
Informationen vom deutschen Bundesamt fiir Seeschiftfahrt und Hydrographie zur Entstehung der Gezeiten,
online abgerufen am 28. 10. 2017 unter: www.bsh.de/de/Meeresdaten/Vorhersagen/Gezeiten/809.jsp.
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Innerhalb eines Mondmonats (rund 29,5 Tage) kommt es zu zwei maximalen Amplituden bei
Voll- und Neumond und zu zwei minimalen Amplituden in den Halbmondphasen. Der direkte
Einfluss des Mondes ist fiir viele im Wasser lebenden Organismen wichtig. ,,Das wohl bekann-
teste Beispiel unter den marinen Organismen ist der Palolowurm (Eunice viridis), der verborgen
in Korallenriffen der Siidsee lebt: Die mit Eiern und Spermien gefiillten epitoken Hinterenden
werden zur Zeit des letzten Mondviertels im Oktober oder November zu einer bestimmten Ta-
geszeit abgestoflen. Sie schwimmen dann in gro3en Mengen umher und geben ihre Geschlechts-
produkte in das Wasser ab; ihr Erscheinen ergibt sich aus dem Zusammenwirken von Jahres-,

Monats- und Tagesperiodizititen und ist exakt vorauszubestimmen.***

Der Schwiénzeltanz der Bienen

Wenn eine Honigbiene eine neue Futterquelle gefunden hat, so muss diese Information den
anderen Bienen im Stock mitgeteilt werden. Dies geschieht {iber den sogenannten Schwénzel-
tanz: ,,Wenn die Nahrungsquelle mehr als hundert Meter weit weg ist, lauft die Biene eine kurze
Distanz geradeaus, kehrt in einem Halbkreis zum Startpunkt zuriick, lauft wieder die gerade
Strecke entlang und kehrt diesmal in einem Halbkreis in umgekehrter Richtung zuriick. So geht

das abwechslungsweise weiter.«>

Abbildung 38: Schwiinzeltanz der Bienen™

Die Richtung, in der sich das Futter befindet, wird dabei iiber die Abweichung von der Senk-
rechten angezeigt, die Entfernung wird iiber die Anzahl der Runden iibermittelt. Honigbienen
bedienen sich hier also Polarkoordinaten bei der Informationsweitergabe. Im Unterschied zur {ib-

lichen Vorgehensweise in der Mathematik wird der Winkel jedoch im Uhrzeigersinn gemessen.”’

RensiNG, Ludger: Biologische Rhythmen und Regulation, S. 121.

BarscreLet, Eduard: Einfiihrung in die Mathematik fiir Biologen, S. 99.

Online abgerufen am 21. 01. 2018 unter: on.uni-graz.at/de/detail/article/dancing-stars.
37 Vgl. BarscueLer, Eduard: Einfiihrung in die Mathematik fiir Biologen, S. 99.
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Die Atmung
Die Atmung ist ebenso ein zyklischer Vorgang, der durch eine Sinusfunktion nidherungsweise
dargestellt werden kann. Die Amplitude stellt hierbei den maximalen Luftstrom dar, wobei die

positive Halbschwingung fiir Einatmen und die negative Halbschwingung fiir Ausatmen steht.™

Lufttemperatur

Die mittlere Lufttemperatur schwankt im Laufe eines Jahres annidhernd sinusformig. Angelegen-
heiten, die von der AuBlentemperatur abhéngig sind, wie Heizungs- und Kiihlungsbedarf, Land-

wirtschaft, Tourismus und Verkehr, konnen durch dieses Wissen besser geplant werden.”

Physik

Insbesondere in der Mechanik bei der Zerlegung und Kombination von Kriften lassen sich noch
weitere Beispiele fiir die Anwendung der Winkelfunktionen angeben. Folgendes Beispiel soll
stellvertretend fiir derartige Aufgaben stehen, welche Teil einer konkreten Unterrichtsplanung

sein konnen:

Um ein Fass von 100 kg Masse nicht auf eine Rampe heben zu miissen, rollt man es
auf einem Brett, das o = 30° geneigt ist, hinauf. Welche Kraft F = |F| ist n6tig (Rei-
bung vernachlissigt), um die treibende Komponente T = m des Gewichts G zu kom-

pensieren?®

Abbildung 39: schiefe Ebene®

Nachdem sich das letzte Kapitel intensiv der Mathematik gewidmet hat, soll im Folgenden der

Fokus auf weniger fachbezogene Aspekte der Unterrichtsplanung gelegt werden.

¥ Vgl. KoLLER, Tania / Boum, Josef: Ficheriibergreifende Anwendungen von Winkelfunktionen, S. 2-6; vgl.
Tmviscur, Werner: Biomathematik, S. 74-76.

% Vgl. KoLLER, Tania / Bonm, Josef: Ficheriibergreifende Anwendungen von Winkelfunktionen, S. 2-6; vgl.
Tmviscar, Werner: Biomathematik, S. 74-76.

8 Beispiel vgl. Graeser, Georg: Der mathematische Werkzeugkasten, S. 104.

' Vgl. GLakser, Georg: Der mathematische Werkzeugkasten, S. 104.



3 Die Bildungstheorie von Werner Heymann

3.1 Allgemeinbildungskonzept

Bei der Planung von Unterricht ist es keinesfalls von Nachteil, wenn auch bildungstheoretische
Erkenntnisse miteinbezogen werden. Fiir die vorliegende Arbeit soll im Speziellen auf die Aus-
fithrungen von Hans Werner Heymann zum Thema Allgemeinbildung und Mathematik zuriick-

gegriffen werden. Heymanns Konzeption von Allgemeinbildung sieht vor, dass eine (allgemein-

bildende) Schule bzw. der darin abgehaltene Unterricht sieben Aufgaben zu bewiltigen hat.

Lebensvorbereitung

diese Aufgabe wird wiederum in Lebensvorbereitung im engeren und im weiteren

Sinn getrennt.®

Zu Ersterem zéhlt Heymann alle Kenntnisse, die unmittelbar fiir
eine Teilhabe am gesellschaftlichen Leben vonnéten sind, wie beispielsweise die
Grundrechenarten sowie Lesen und Schreiben. Zur Lebensvorbereitung im wei-
teren Sinn gehoren unter anderem die Fahigkeit zur Selbstorganisation, der Um-
gang mit Medien und Informationsspeichersystemen, die Fahigkeit, symbolische
und graphische Darstellungen zu entschliisseln und selbst Informationen symbo-
lisch und graphisch darzustellen oder auch die Fahigkeit, Gréenordnungen und

-verhiltnisse adidquat einschitzen zu kénnen.*

Stiftung kultureller Kohirenz

Fiir Heymann besteht die Aufgabe des Mathematikunterrichts darin, ,,die besondere
Universalitit der Mathematik und ihre Bedeutung fiir die Gesamtkultur anhand
zentraler Ideen exemplarisch erfahrbar zu machen.“** Heymann stellt dafiir eine

“65 auf, welche als Briicke zwischen der Mathematik und

Liste mit ,,zentralen Ideen
der Gesamtkultur fungieren sollen. Eine Aufzahlung und Beschreibung dieser Ideen

findet sich im Abschnitt 3.2.

Weltorientierung

Damit ist gemeint, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch den Unterricht mehr
iiber die sie umgebende Welt erfahren sollen. Fiir den Mathematikunterricht bedeu-

tet dies eine stirkere Anwendungsorientierung. Nur wenn die Schulmathematik

Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 60.
Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 64.
Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 158.
Hevmann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 174.



nicht um ihrer selbst willen betrieben wird, sondern sich tatsdchlich auf aufBer-
mathematische Sachverhalte bezieht, kann sie einen niitzlichen Beitrag zur

Allgemeinbildung leisten.*

Anleitung zum kritischen Vernunftgebrauch

Kritischer Vernunftgebrauch ist spitestens seit der Aufklarung ein zentrales Thema
in modernen demokratischen Staaten. Eine notwendige Bedingung kritisch denken
zu konnen, ist das Verstehen. Im vorliegenden Fall bezieht sich das Verstehen auf
die Erfassung der mathematischen Unterrichtsinhalte und Zusammenhinge durch
Schiilerinnen und Schiiler. Damit dieses kritische Denken jedoch nicht auf mathe-
matische Inhalte beschriankt bleibt, ist es notwendig, die Mathematik immer wieder
in alltagsbezogene Kontexte einzubetten bzw. mit anderen Wissens- und Fach-

bereichen zu vernetzen.®’

Entfaltung von Verantwortungsbereitschaft

Zdhlt man zur Allgemeinbildung nicht bloB Faktenwissen, sondern auch ethische
Werte, so ist es auch die Aufgabe einer allgemeinbildenden Schule, den Schiiler-
innen und Schiilern Verantwortungsbereitschaft niher zu bringen. Fiir Heymann
erstreckt sich verantwortliches Handeln ,,auf die Mitschiiler, auf anvertraute Sachen
und Lebewesen, aber auch auf den eigenen Lernprozess.“®® Um dieses Ziel zu
erreichen, kann den Lernenden eine iiberschaubare Verantwortung iibertragen

werden. Zudem ist die Vorbildwirkung der Lehrenden keinesfalls zu unterschitzen.

Einiibung in Verstdndigung und Kooperation

Vielfach wird in der Schule der klassische Frontalunterricht praktiziert, dieser bietet
den Schiilerinnen und Schiilern jedoch kaum Méglichkeiten, kooperatives Handeln
untereinander zu tiben. Die Kommunikation springt in einem solchen Unterricht
zudem fast ausschlieBlich zwischen dem Lehrenden und den Lernenden hin und
her, kaum aber wird im Rahmen einer derartigen Wissensvermittlung der Austausch
und die Interaktion zwischen Schiilerinnen und Schiilern angeregt. Mehr Erfolg bei
der Einilibung in Verstdndigung und Kooperation erwartet Heymann demgemaif in

der Umsetzung anderer Sozial- und Arbeitsformen.”

Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 183-186.
Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 247f.
Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 106.

Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 258-260.
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* Starkung des Schiiler-Ichs

Heymann kritisiert, dass Schiilerinnen und Schiilern im iiblichen Unterricht nur
selten die Gelegenheit geboten werde nach Sinn und Bedeutung des Lehrstoffs zu
fragen, die eigene Phantasie und Kreativitdt einzubringen sowie den konstruktiven
Umgang mit Fehlern zu lernen. ,,Durch mehr 'offene Aufgaben', Zulassen indivi-
duell unterschiedlicher Losungswege, Gelegenheit zum spielerischen Umgang mit
Mathematik, Aufgreifen auch ungewohnlicher Ideen sowie - in héheren Klassen -
durch eine Offnung des Mathematikunterrichts fiir philosophische und wissen-
schaftstheoretische Fragestellungen liee sich diesen einschrinkenden Beding-
ungen durchaus entgegenwirken.“” Dass es dabei zu Fehlern und Irrwegen kommt,
ist unausweichlich. Wie damit umgegangen wird, kann aber gesteuert werden. Ziel
dieser MaBnahmen ist es, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler mehr zutrauen

und auch keine Scheu davor haben, eigene Ideen vorzulegen und auszuprobieren.

Soll nun eine allgemeine Zielformulierung fiir die Gestaltung des Mathematikunterrichts aus den
postulierten sieben Aufgaben allgemeinbildender Schulen abgeleitet werden, so ldsst sich zusam-
menfassen, dass sich der Mathematikunterricht nicht auf einen Frontalunterricht beschrinken

darf und anwendungsbezogene Rechenbeispiele von grofler Bedeutung sind.

3.2 Zentrale Ideen

Heymanns zentrale Ideen sind ein Versuch, grundlegende thementiibergreifende Vorstellungen
und Praktiken der Mathematik zu benennen. Andere Autoren entwarfen dhnliche Konstrukte und
bezeichneten diese als fundamentale, grundlegende, universelle oder globale Ideen. All diesen
Ideen ist gemeinsam, dass sie sich nicht auf einen einzelnen Bereich der Mathematik beschrin-

ken und in verschiedenster Form auch im Alltagsleben zu finden sind.

* Idee der Zahl
,Das Zihlen konkreter, unterscheidbarer Objekte findet sich in allen bekannten
Kulturen und kann als mathematische 'Uraktivitit' bezeichnet werden.“”" Zahlen
sind in unserer Kultur omniprédsent, man bendtigt sie im Umgang mit der Zeit und
mit Geld, fiir Telefonnummern, Hausnummern, Warenkennzeichnungen und nicht

zuletzt zum Rechnen.”

" Hevymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 261.
"' Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 174.
2 Vgl. Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 174f.



Idee des Messens

,Geht das Zdhlen zundchst von unterscheidbaren, diskreten Objekten aus, so hat
man es beim Messen mit kontinuierlichen Phdnomenen zu tun, die zu quantifizieren
sind.“” Gewichte, Entfernungen sowie abgeleitete GroBen, wie die Geschwindig-
keit, sind Beispiele, welche die Idee des Messens beinhalten und mit denen

Menschen tagtéglich konfrontiert sind.”

Idee der rdumlichen Strukturierung

Sehr viele der Gegensténde, wie etwa Mobel, Gebdude oder Stralenschilder, lassen
sich mit Hilfe geometrischer Formen beschreiben. Diese Objekte stehen zudem in
einer rdumlichen Beziehung zueinander, die im Mathematikunterricht durch den
euklidischen Raum beschrieben werden kann. Im Alltag werden dazu rdumliche

Koordinaten herangezogen.”

Idee des funktionalen Zusammenhangs

Zusammenhdnge zwischen verschiedenen Ereignissen oder Handlungen finden sich
wiederholt im Alltag. ,,Auf den Blitz folgt Donner, auf den Tag die Nacht, auf
Essen folgt Séttigung und auf die Aussaat die Moglichkeit der Ernte.“”® Manche
dieser Zusammenhinge lassen sich mit mathematischen Mitteln beschreiben und
gelten als Naturgesetze. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen erkennen, dass sich
vage Formulierungen, wie: ,,je mehr von diesem, desto mehr von jenem®, unter

Umstinden préziser durch lineare Funktionen beschreiben lassen.”

Idee des Algorithmus

Algorithmen finden sich in der Informatik, aber auch ein Kochrezept oder die
Aufbauanleitung eines Mdbelstiicks kann (in einem nicht streng mathematischen
Sinne) als Algorithmus bezeichnet werden. Im Schulunterricht gibt es spezielle
Losungsstrategien und -verfahren, die algorithmisch abgearbeitet werden, als Bei-
spiel sei hier die Kurvendiskussion genannt. Gerade dieses Arbeiten mit Algorith-
men kann der Computer allerdings zuverldssiger und schneller erledigen. Daher

muss dem reflektierten Umgang mit Algorithmen im Unterricht mehr Beachtung

Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 175.

Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 175.
Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 176f.
Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 177.

Vgl. HEymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 177f.
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geschenkt werden.” Das Wissen um die Erstellung und die Grenzen von Algorith-
men ist auch fiir viele spétere Berufe von Bedeutung. Beispielsweise ist ,,[d]er
Entwurf eines industriellen Fertigungsverfahrens, in den mathematischer, natur-
wissenschaftlicher, 6konomischer und handwerklicher Sachverstand einflief3t, im

Wesentlichen nichts anderes als die Konstruktion eines Algorithmus.*“”

* Idee des mathematischen Modellierens

L»lmmer, wenn Mathematik zur Beschreibung und Kldrung von Sachsituationen und zur
Losung realer Probleme eingesetzt wird, wird ein mathematisches Modell konstruiert
(bzw. auf ein bereits vorliegendes Modell zuriickgegriffen).“® Dies kann in einem sehr
einfachen Fall das Modell einer linearen Funktion sein, durch die der Zusammenhang
zwischen der Menge und dem Preis einer Ware charakterisiert wird. Wichtiger allerdings

sind Modelle in der Stochastik und solche, die Wachstumsprozesse beschreiben.*!

® Vgl. Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 179f.

" Hevymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 180.
Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 180.

81 Vgl. Heymann, Hans Werner: Allgemeinbildung und Mathematik, S. 180-182.
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4 Staatliche Vorgaben

Je nach Schultypus sind Osterreichischen Bildungseinrichtungen unterschiedliche Lehrpline zu-
geordnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird nur der aktuell giiltige Lehrplan fiir die AHS-Oberstufe

im Bereich Mathematik besprochen.

4.1 Der Lehrplan

Der Lehrplan fiir den Mathematikunterricht an der Osterreichischen AHS-Oberstufe beschreibt
einerseits die allgemeinen Aufgaben, die der Unterricht im Zuge der Schulausbildung zu leisten
hat, wie auch die speziellen Themengebiete, die jeweils von der 5. bis zur 8. Klasse behandelt
werden miissen. Da die Winkelfunktionen nur im Lehrstoff der 5. und der 6. Klasse enthalten

sind, wird das Hauptaugenmerk im Folgenden auf die Lehrinhalte dieser Schulstufen gelegt.

4.1.1 Allgemeine Anforderungen

Im ersten Abschnitt des Lehrplans wird dazu aufgefordert, die Schiilerinnen und Schiiler zu

82

analytisch-folgerichtigem Denken zu befdhigen.®> Wie aus den Bedeutungen der Worter

“83 zu entnehmen ist, geht es darum, dass die Lernenden die

»analytisch® und ,,folgerichtig
Féhigkeit erlangen eine (mathematische) Problemstellung zu zergliedern und durch logisches
SchlieBen zu einer Losung gelangen. Weiters soll eine ,,[...] mathematische Beschreibung von
Strukturen und Prozessen der uns umgebenden Welt [...]*** im Unterricht stattfinden. Dies kann
das ,,Hineinsehen* mathematischer Formen in Objekte unserer Umwelt oder das Beschreiben
realer Vorgdnge mit mathematischen Modellen meinen. Das impliziert, dass die Schiilerinnen
und Schiiler mathematische Begriffe und Definitionen, wie z.B. ,,Deltoid”, ,,Funktion* oder
»Menge*, lernen und beherrschen miissen. Zusitzlich werden noch weitere Aspekte genannt, die
eine Beschiftigung mit Mathematik im Schulunterricht rechtfertigen: Die Mathematik wird
moglicherweise direkt fiir den spdteren Beruf oder ein Studium bendtigt, sie gehort zur
europdischen Kultur und ist somit unverzichtbarer Bestandteil der Allgemeinbildung.® Nicht

zuletzt ist sie eine von Menschenhand geschaffene widerspruchsfreie Welt, mit der man sich aus

reiner Freude beschiftigen kann.

82 Vgl. Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 1.

8 Vgl. Bedeutungsiibersicht von analytisch bzw. folgerichtig, online abgerufen am 28. 12. 2016 unter:
www.duden.de/rechtschreibung/analytisch bzw. www.duden.de/rechtschreibung/folgerichtig.

8 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 1.

8 Vgl. Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 1f.
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4.1.2 Inhaltliche Anforderungen

Neben der allgemeinen Beschéftigung mit linearen und einfachen nichtlinearen Funktionen,

beinhaltet der Lehrplan fiir die 5. Klasse:

,, Irigonometrie

— Definieren von sin a, cos a, tan o fiir 0° < a < 360°

— Durchfiihren von Berechnungen an rechtwinkligen und allgemeinen Dreiecken,
an Figuren und Korpern (auch mittels Sinus- und Kosinussatz)

— Kennenlernen von Polarkoordinaten‘®

Im Lehrstoft der 6. Klasse werden zusédtzlich noch folgende Punkte verlangt:

,,Reelle Funktionen

— Definieren, Darstellen und Untersuchen von Potenzfunktionen, von Exponential-
und Logarithmusfunktionen sowie von Winkelfunktionen (Bogenmaf)

— Untersuchen von Eigenschaften reeller Funktionen (Monotonie, globale und
lokale Extremstellen, Symmetrie, Periodizitidt) und von Beziehungen zwischen
Funktionen (Umkehrfunktionen)

— Anwenden von Funktionen zur Beschreibung kontinuierlicher Prozesse, Verglei-

chen von Modellen, Erkennen der Grenzen von Modellbildungen‘®’

Angesichts obiger Auflistung stellt sich die Frage, wie die Winkelfunktionen definiert werden
sollen. Die Definition am rechtwinkeligen Dreieck ist fiir Berechnungen an kleinen Winkeln
ausreichend. Wenn jedoch Winkel betrachtet werden sollen, deren GroBe 90° iiberschreiten,
braucht es die Definition am Einheitskreis. Der Lehrstoff der 5. Klasse sieht vor, dass Sinus,
Kosinus und Tangens fiir Winkel zwischen 0° und 360° im Unterricht behandelt werden miissen,
an der Definition am Einheitskreis wird demnach kein Weg vorbeifiihren. Es gibt also die Mog-
lichkeit, auf die Definition am rechtwinkligen Dreieck zu verzichten, oder aber sie zu behandeln
und die Definition am Einheitskreis zu einem spiteren Zeitpunkt als Erweiterung bzw. Verall-
gemeinerung fiir groBBere Winkel nachzureichen. Das Kennenlernen von Polarkoordinaten soll
neben der Durchfiihrung von Berechnungen an Dreiecken und Koérpern ebenso Eingang in die

Schulmathematik finden. Polarkoordinaten werden neben den kartesischen Koordinaten dazu

8 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4.
8 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4f.
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genutzt, Punkten einer Ebene eine bestimmte Position zuzuordnen. Das reine Kennenlernen
scheint nicht zweckdienlich, es sollte im Unterricht jedenfalls erortert werden, wie man von der

einen Darstellung in die andere umrechnen kann.

Im Lehrstoft der 6. Klasse wird explizit das Bogenmal} genannt. Auch hier sollen die Schiiler-
innen und Schiiler Informationen zu dessen Verwendung erhalten und lernen, wie sie vom
Gradmal} zum Bogenmal3 und vom Bogenmal} zum Gradmal} gelangen konnen. Daneben sollen
noch die Eigenschaften reeller Funktionen und die Beziehungen zwischen verschiedenen Funk-
tionen unterrichtet werden. Dabei wird auf die Umkehrfunktionen ausdriicklich hingewiesen, im
Falle von Sinus, Kosinus und Tangens sind das die Arkusfunktionen Arkussinus, Arkuskosinus
und Arkustanges. Deren Behandlung im Schulunterricht beschrinkt sich zumeist auf ihre Ver-
wendung als Umkehrfunktionen, auf eine gesonderte Betrachtung als eigenstidndige Funktionen
wird oftmals verzichtet. Allerdings féllt unter Beziehungen zwischen Funktionen, neben den
Umkehrfunktionen, auch der Zusammenhang zwischen Sinus, Kosinus und Tangens. So lésst
sich der Tangens beispielsweise als Verhéltnis von Sinus und Kosinus schreiben. Beim letztge-
nannten Punkt, dem ,,Anwenden von Funktionen zur Beschreibung kontinuierlicher Prozesse**®,

lasst sich feststellen, dass besonders die Sinusfunktion in diesem Zusammenhang gerne ver-

wendet wird, siche dazu Abschnitt 2.2.3.

Insgesamt ist festzuhalten, dass der Lehrplan bei der Stoffvorgabe einige wichtige Punkte nennt,

bei der Umsetzung im Unterricht aber auch noch Freirdume lésst.

4.1.3 Anforderungen an die Unterrichtsweise

Neben dem was unterrichtet werden soll, gibt der Lehrplan auch Auskunft dariiber, wie unter-
richtet werden soll. Es werden didaktische Grundsdtze vorgestellt, die dabei helfen sollen, den

Unterricht zielfiihrend zu gestalten.®

* Lernen in anwendungsorientierten Kontexten

Gemeint ist hier, dass die Schiilerinnen und Schiiler ihr Wissen an (moglichst)
realen Problemen erproben sollen. Facheriibergreifendes Arbeiten kann und soll

hier ebenso Anwendung finden.

8 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 5.
¥ Vgl. Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 2f. Die folgenden Angaben stiitzen sich, so nicht eigens
markiert, auf die Ausfithrungen in zuletzt genannter Quelle.



Lernen in Phasen

Die Lernenden sollen nicht mit einer Fiille an Informationen iiberfordert werden.
Das Wissen soll zuerst auf intuitive Weise erarbeitet und in einer spateren Phase

vertieft werden.

Lernen im sozialen Umfeld

Je nach Stoffgebiet und Lernziel soll aus verschiedenen Sozialformen die
geeignetste ausgewdhlt werden. Zusétzlich ist darauf zu achten, dass es liber das
Schuljahr hinweg zu einem ausgewogenen Mix kommt. Es wird dabei nicht néher
erlautert, von welchen Sozialformen hier die Rede ist, weshalb auf jene von
Hilbert Meyer verwiesen werden soll:”

— Plenumsunterricht (auch Klassen- oder Frontalunterricht)

— Gruppenarbeit

— Partnerarbeit

— Einzelarbeit

Lernen unter vielfiltigen Aspekten

Fir ein und dieselbe Problemstellung kann es durchaus mehrere Ldsungs-
strategien oder Betrachtungsweisen geben. Dem soll im Unterricht Rechnung

getragen werden.

Lernen mit instruktionaler Unterstiitzung

Damit ist eine Unterstiitzung der Schiilerinnen und Schiiler durch die Lehrperson
gemeint. Eine Anpassung der Unterstiitzung an die jeweiligen Begabungen der

Lernenden ist dabei winschenswert.

Lernen mit medialer Unterstiitzung

Der Input fiir den Unterricht muss nicht zwingenderweise nur von der Lehrperson
oder aus dem Schulbuch kommen. Auch andere Biicher, Zeitschriften, das Internet

oder dhnliche Wissensquellen sollen Verwendung finden.

Lernen mit technologischer Unterstiitzung

Der technologische Fortschritt der letzten Jahre verdndert die Berechnungs- und
die Darstellungsmoglichkeiten im Mathematikunterricht. Neben dem Taschen-

rechner sind es auch Computeralgebra-Systeme (CAS), dynamische Geometrie-

90 Vgl

. MEver, Hilbert: Was ist guter Unterricht?, S. 76.
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Software (DGS) und Tabellenkalkulationsprogramme, die zunehmend in den
Unterricht Einzug halten. Eine sinnvolle Nutzung dieser Technologien soll den

Unterricht bereichern.

4.2 Die Zentralmatura

In diesem Abschnitt werden die notwendigen Kenntnisse erdrtert, tiber die die Schiilerinnen und
Schiiler verfiigen sollen, um die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik erfolg-
reich bestehen zu konnen. Das Dokument, auf welchem die folgenden Ausfiihrungen beruhen,
stellt eine iliberarbeitete Neuauflage des aktuell giiltigen Konzeptes fiir die Matura dar und besitzt
Giiltigkeit fiir alle Schiilerinnen und Schiiler, die ab dem Haupttermin des Schuljahres 2017/18
maturieren werden. Dieses Konzept basiert auf jenem der ,,Projektgruppe Standardisierte
schriftliche Reifepriifung aus Mathematik - Sicherung von mathematischen Grundkompe-
tenzen“.”" Einer der fiir diese Arbeit wesentlichen Abschnitte darin ist der Inhaltsbereich Algebra
und Geometrie (AG). Fiir die vorliegende Arbeit ist vor allem die Passage iiber die Trigonometrie

von Interesse, die sich in zwei Punkte gliedert:

,»AG 4.1 Definitionen von Sinus, Kosinus und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck

kennen und zur Aufldsung rechtwinkeliger Dreiecke einsetzen knnen

AG 4.2 Definitionen von Sinus und Kosinus fiir Winkel gréfer als 90° kennen und

einsetzen konnen

Anmerkungen:

Die Kontexte beschrianken sich auf einfache Fille in der Ebene und im Raum,
komplexe (Vermessungs-)Aufgaben sind hier nicht gemeint; Sinus- und Kosinussatz

werden dabei nicht benétigt.

Der Inhaltsbereich Funktionale Abhdngigkeiten (FA) fiihrt ndher aus, welche Kenntnisse von

Maturantinnen und Maturanten beziiglich der Sinus- und der Kosinusfunktion erwartet werden:

,»FA 6.1 grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhinge der
Art f(x)=a"sin(b-x) als allgemeine Sinusfunktion erkennen bzw. betrachten

konnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

! SiLLer, Hans-Stefan (u.a.): Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik, S. 3.
%2 SiLLEr, Hans-Stefan (u.a.): Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik, S. 8.
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FA 6.2 aus Graphen und Gleichungen von allgemeinen Sinusfunktionen Werte(paare)

ermitteln und im Kontext deuten kOnnen

FA 6.3 die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext

deuten kOnnen

FA 6.4 Periodizitit als charakteristische Eigenschaft kennen und im Kontext deuten

konnen

FA 6.5 wissen,dass cosx = sin(x+ %)

FA 6.6 wissen,dassgilt: [sinx]' = cosx, [cosx]' = —sinx

Anmerkungen:

Wihrend zur Auflosung von rechtwinkeligen Dreiecken Sinus, Kosinus und Tangens
verwendet werden, beschrédnkt sich die funktionale Betrachtung (weitgehend) auf die
allgemeine Sinusfunktion. Wesentlich dabei sind die Interpretation der Parameter (im
Graphen wie auch in entsprechenden Kontexten) sowie der Verlauf des Funktions-

graphen und die Periodizitét.«”

Die Vorgaben zur schriftlichen Reifepriifung lesen sich weitestgehend wie eine reduzierte
Version des Lehrplanes. Die Berechnungen finden in erster Linie an rechtwinkeligen Dreiecken
und nicht an allgemeinen Dreiecken statt, Polarkoordinaten und das Bogenmall werden nicht
erwdhnt. Dass Sinussatz und Kosinussatz nicht bendtigt werden, wird sogar ausdriicklich
genannt. Dafiir wird die allgemeine Form fiir eine Sinusfunktion dezidiert angefiihrt. Die
Wirkungen der Parameter miissen den Schiilerinnen und Schiilern geldufig sein. Unter FA 6.5
wird zudem auf die Phasenverschiebung der Sinusfunktion zur Kosinusfunktion gesondert
hingewiesen. FA 6.6 verlangt, dass die Maturantinnen und Maturanten iiber die Ableitungen von
Sinus und Kosinus Bescheid wissen. Da dies zum Stoffgebiet der 7. Klasse AHS gehort, ist
dieser Teil fiir die vorliegenden Betrachtungen von geringem Interesse. Es ist anzumerken, dass
die Vorgaben der obigen Inhaltsbereiche nur die grundlegenden Kompetenzen darstellen, {iber

welche die Schiilerinnen und Schiiler fiir die Matura verfiigen sollen.

% SiLLer, Hans-Stefan (u.a.): Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik, S. 12.
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5 Unterrichtsplanung fiir die 5. Klasse

In diesem Kapitel soll der Entwurf einer Unterrichtsplanung fiir ausgewidhlte Themen des
Mathematikunterrichts dargelegt werden. Es wird bewusst auf eine minutidse Feinplanung ein-
zelner Unterrichtsstunden verzichtet, da eine solche immer auf die Erfordernisse und Wiinsche
der jeweiligen Klasse, Schule und Lehrperson abgestimmt werden muss. Stattdessen sollen
Argumentationslinien und Begriindungen der Inhalte mit Bezug auf die Anforderungen des
Lehrplans und der Zentralmatura aus Kapitel 4 vorgestellt werden. Falls die Lernenden spezielle
Vorkenntnisse bendtigen, so werden diese separat angefiihrt. Immer vorausgesetzt werden hin-
reichende Kenntnisse der Grundrechnungsarten, des Rechnens mit Variablen und des Losens von
Gleichungen sowie Grundbegriffe im Zusammenhang mit Dreiecken. Diese und weitere Kennt-
nisse, wie der Umgang mit einem Taschenrechner, sollten in der Volksschule bzw. der AHS-

Unterstufe oder der Neuen Mittelschule erlangt worden sein.

Die néchsten Unterkapitel sind folgendermaflen aufgebaut: Begonnen wird jeweils mit einer
Begriindung, weshalb das genannte Thema im Schulunterricht behandelt werden soll oder muss.
Es folgen Hinweise auf bendtigte Vorkenntnisse und technische Hilfsmittel sowie ein schema-
tischer Unterrichtsablauf. In diesem geht es um die Frage: ,,Wie kann man den Schiilerinnen und
Schiilern dieses Thema ndher bringen?. Direkt danach werden die zentralen Inhalte nochmals
festgehalten. Den Inhalt dieser Zusammenfassung sollen die Lernenden in ihren Mitschriften
festhalten. Im Anschluss daran werden einige Ubungsbeispiele samt deren Losungen vorgestellt.
Bei dieser Aufgabensammlung werden jedoch Grundaufgaben ausgespart, in welchen beispiels-
weise drei GroBen eines Dreiecks gegeben und die fehlenden Groflen zu berechnen sind.

Derartige Aufgabenstellungen finden sich in ausreichender Zahl in Schulbiichern.

5.1 Definition von Sinus, Kosinus und Tangens am rechtwinkeligen Dreieck

Laut Lehrplan wurde den Schiilerinnen und Schiilern bisher beigebracht, wie man Dreiecke
konstruiert, von denen drei oder mehr Bestimmungsstiicke (Seitenldngen, Winkel) bekannt sind.
Auf diese Weise ist es moglich, die fehlenden Seiten und Winkel aus der Konstruktion
herauszulesen. In der 1. Klasse einer Oberstufe der AHS sollen sie nun auch lernen, welche rech-
nerischen Methoden es gibt. Begonnen wird dabei mit der Definition der Winkelfunktionen

Sinus, Kosinus und Tangens am rechtwinkeligen Dreieck.” Im Lehrplan der 5. Klasse AHS wird

% Auf die Definition des Kotangens wird verzichtet, denn jede Problemstellung lisst sich auch durch die anderen
drei Winkelfunktionen 16sen.
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vorgegeben, dass die Schiilerinnen und Schiiler die Definition der Winkelfunktionen fiir Werte
zwischen 0° und 360° kennenlernen sollen, dafiir braucht es die Definition am Einheitskreis.

Trotzdem ist es niitzlich, die Winkelfunktionen zuerst am rechtwinkeligen Dreieck zu definieren.

Die Behandlung dieses Themas ist wichtig, da diese Definition explizit in den Vorgaben der
Zentralmatura unter AG 4.1 genannt ist und zum anderen ist sie hilfreich bei der Argumentation
zur Giiltigkeit jener Definition am Einheitskreis. Als besondere Vorkenntnisse, die bei der
Behandlung dieses Themas bendtigt werden, ist die Kenntnis der Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

zu nennen. Als technisches Hilfsmittel ist der Taschenrechner ausreichend.

Fiir den Einstieg empfiehlt es sich den Schiilerinnen und Schiilern ins Gedéchtnis zu rufen, dass
sich jedes beliebige Dreieck in zwei rechtwinkelige Dreiecke teilen ldsst und wie man dabei
vorgeht. Als nichstes wird den Lernenden die Idee niher gebracht, dass, wenn man in der Lage
ist, beliebige Winkel und Seitenldngen eines rechtwinkeligen Dreiecks zu berechnen, dieses
Wissen sich unter Umsténden auch auf beliebige nicht rechtwinkelige Dreiecke iibertragen lésst.
Dazu werden zwei dhnliche rechtwinkelige Dreiecke betrachtet. Diese sollten an die Tafel skiz-

ziert oder mittels Beamer projiziert werden.

A b C
Abbildung 40: dhnliche rechtwinkelige Dreiecke

Weil diese Dreiecke dhnlich sind, folgt aus den Ahnlichkeitssitzen, dass die Winkel o und o,
sowie B und B, jeweils gleich groB sind. Uberdies sind die Seitenverhiltnisse gleich, also:

a, a_i b_bl

a
b b, c c, C C

Nun sind diese Verhéltnisse aber fiir alle Dreiecke gleich, die zu diesen gegebenen Dreiecken
dhnlich sind, daher besitzen alle die gleichen Winkel. Aus diesem Grund kann nun aus der
Kenntnis der Seitenverhiltnisse auf die Winkel im Dreieck geschlossen werden und deswegen
besitzen diese Verhiltnisse eigene Bezeichnungen. Diese Bezeichnungen sind davon abhingig,
welcher Winkel betrachtet wird. Der sogenannte Sinus eines Winkels beschreibt das Verhiltnis

der Gegenkathete zur Hypotenuse (als Gegenkathete wird jene Kathete bezeichnet, die dem



54

Winkel gegeniiberliegt). Der Kosinus wiederum beschreibt das Verhiltnis der Ankathete zur
Hypotenuse (die Ankathete ist die Kathete, die beim Winkel liegt). Und das Verhéltnis von
Gegenkathete zu Ankathete definiert schlieBlich den Tangens des Winkels.” Verdeutlicht am
Winkel a im Dreieck ABC aus Abbildung 40 bedeutet das:

a . b a
— = smao — = cosa — = tana
c c b

Eine wichtige Information, die den Lernenden an dieser Stelle mitgeteilt werden sollte, betriftt
die minimalen und maximalen Winkelgroflen, die in einem solchen rechtwinkeligen Dreieck
auftreten konnen: Da die Winkelsumme in einem ebenen Dreieck genau 180° betridgt und der
Winkel bei C 90° hat, miissen o und B gemeinsam auch 90° ergeben. Das bedeutet, dass weder o
noch B groBer oder gleich 90° sein kdnnen. Damit ist dann auch beispielsweise der Sinus eines
Winkels von 140° nicht definiert. Zusétzlich werden negative Winkel ausgeschlossen. Diese
Einschriankung auf Winkel o mit 0° < a < 90° dient spéter als Motivation zur Definition der

Winkelfunktionen am Einheitskreis.

Um von einem der Seitenverhdltnisse auf den entsprechenden Winkel zu kommen, wird der
Taschenrechner geniitzt (oder GeoGebra oder WolframAlpha). Sind von einem Dreieck ABC*
beispielsweise die Seitenlédngen a und ¢ bekannt, so ist es moglich, den bei A liegenden Winkel a

folgendermafien zu berechnen:

Zuerst muss % berechnet werden. Dann lésst sich o berechnen aus:

o= sinl(i) (bzw. o= arcsin(i)) 97
c c

Fiir b_ cos o und % = tan o wird in gleicher Weise
c

o= cos'(%) (bzw. o= arccos(%)) oder

tan ' ( % ) ( bzw. o = arctan ( % )) verwendet

(o}

-lec

Was es mit diesem ,,”*“ (bzw. dem ,,arc*) auf sich hat, wird den Schiilerinnen und Schiilern erst

%5 Was eine Kathete ist und was die Hypotenuse, miisste den Schiilerinnen und Schiilern klar sein, denn diese
Begriffe tauchen bereits beim Satz des Pythagoras auf, welcher laut Lehrplan in der 3. Klasse behandelt wird.

% Beschriftung des Dreiecks wie beim linken Dreieck aus Abbildung 40.

7 Ob hier ,,sin"“oder ,,arcsin verwendet wird, hiingt davon ab, welches technische Hilfsmittel eingesetzt wird. Bei
vielen Taschenrechnern steht das ., bei den Winkelfunktionen fiir die entsprechenden Arkusfunktionen.
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spater erkldrt. Vorerst geniigt es, wenn sie wissen, wie sie mit einem der technischen Hilfsmittel
zur gewiinschten Losung kommen. Die Informationen in folgender Kurzzusammenfassung um-

fassen das Minimum dessen, was die Lernenden in ihren Mitschriften festhalten sollen.

Die Seitenverhéltnisse eines rechtwinkeligen Dreiecks hidngen in spezieller Weise mit
den Winkeln im Dreieck zusammen. Dieser Zusammenhang wird durch die
Winkelfunktionen Sinus, Kosinus und Tangens ausgedriickt. Es gilt fiir ein beliebiges

rechtwinkeliges Dreieck und einen Winkel a dieses Dreiecks:

Gegenkathete _ Ankathete _ Gegenkathete
— cosSOQ = —————— nog = —=——-—

sina = =
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete

Fiir den Winkel gibt es die Einschriankung: 0° < a < 90°
Aus einem bekannten Seitenverhéltnis kann mit dem Taschenrechner der zugehorige
Winkel gefunden werden. Dazu verwendet man die Tasten ,,sin*, ,,cos™* und ,,tan""*“.

In GeoGebra oder WolframAlpha nutzt man ,,arcsin®, ,,arccos® und ,,arctan®.

Ubungsbeispiele:
Bsp. 1) Gegeben ist das unten abgebildete Dreieck EFG.

Kreuze an, welche beiden Gleichungen auf dieses Dreieck zutreffen.”®

g-tang = ¢ d
G
e-cosy = f O
v f
f-tany = g d E o
e-cose =g O g
F
f-siny = g d

Lsg. 1) Die erste und die letzte Gleichung sind richtig. Bei dieser Aufgabe miissen
die Schiilerinnen und Schiiler die Winkelfunktionen nicht nur mit unge-
wohnten Bezeichnungen aufstellen konnen, sondern zusitzlich noch einen

Umformungsschritt durchfiihren.

% Beispiel einschlieBlich Abbildung vgl. MaLLE, Giinther: Mathematik verstehen. Maturatraining, S. 27.



Bsp. 2) Rampen fiir Rollstuhlfahrer sollen nicht steiler als 6° sein. Wie lang muss
eine Rampe mindestens sein, wenn sie einen Hohenunterschied von 0,5 m zu

iiberwinden helfen soll?”

Lsg. 2) Diese Aufgabe entspricht einem rechtwinkeligen Dreieck, in welchem ein
Winkel und dessen Gegenkathete gegeben sind. Gesucht ist die Lange der
Ankathete.

05 _ 4757m.
tan 6°

Mindestldnge der Rampe =

Bsp. 3) Mit Hilfe eines Forsterdreiecks ist es moglich, die Héhe eines Baumes mit
guter Anndherung zu ermitteln.'” Solche Forsterdreiecke gibt es in verschie-
denen Ausfithrungen von einfachen selbstgebauten bis hin zu professionellen
Geriéten. Abbildung 41 Zeigt eine sehr einfache Ausfiihrung, bestehend aus
drei kurzen Holzstidben, die an zwei Punkten miteinander verbunden sind.
Am vertikalen Stab sind zusétzlich Markierungen fiir verschiedene Winkel
angebracht. Der horizontale Teil wird waagrecht in Richtung des Baumes hin
ausgerichtet. Der schriage Teil, der die Hypotenuse des entstehenden recht-
winkeligen Dreiecks bildet, soll auf die Spitze des zu messenden Baumes
zeigen. An der Markierung des vertikalen Stiickes kann sodann der Hohen-

winkel abgelesen werden.

TT
L]
Ly

A Y
W a Abstand zum Baum

Augenhdhe

Abbildung 41: Baumhdhenbestimmung mit Forsterdreieck !

% Beispiel aus: MaLLE, Giinther: Mathematik verstehen 5, S. 86.

190V gl. RETTENMAIER, Gabrielle: Skript zum fachdidaktischen Hauptseminar Vermessen in der Geometrie, S. 16f.

' Die Darstellung des Forsterdreiecks wurde einem Bild nachempfunden, welches auf der Website der
osterreichischen Baumfreunde zu finden ist. Dieses wurde online abgerufen am 25. 02. 2018 unter:
www.baumfreunde.org/content/foersterdreieck.



Lsg. 3)

Bsp. 4)

Lsg. 4)

Wurden der Hohenwinkel a, der Abstand vom Baum und die Hohe des
Messgerites vom Boden (Augenhohe) korrekt gemessen, so kann mit der
Tangensfunktion die Hohe des Baumes bestimmt werden. Wie hoch ist ein
Baum, wenn mit dem Forsterdreieck ein Winkel von 50°, bei einem Abstand

von 20 m vom Baum und einer Augenhdhe von 1,6 m gemessen wurde?

Der Abstand vom Baum und die Hohe h, des Baumes bilden die Katheten

eines rechtwinkeligen Dreiecks. Also gilt:
h
tan 50° = 2—6 bzw. h, = 20-tan 50°

Damit ergibt sich eine Hohe h; = 23,84 m.
Dies ist aber noch nicht die gesamte Hohe des Baumes. Zu h; muss noch die

Augenhohe addiert werden. Somit liegt eine Baumhohe von ca. 25,4 m vor.

Anmerkung:

Es gibt auch eine Variante des Forsterdreiecks mit einem nicht verstellbaren
gleichschenkelig-rechtwinkeligen Dreieck. Dessen Vorteil ist, dass keine
Berechnungen mit Winkelfunktionen angestellt werden miissen, um auf die
Baumhohe zu kommen. Sie ergibt sich schlicht aus der Summe des Abstands
vom Baum und der Augenhohe. Der Nachteil jedoch ist, dass der Baum nur
in einem bestimmten Abstand korrekt angepeilt werden kann. In unweg-

samen Geliande ist diese Methode daher nicht immer anwendbar.

In der Vermessungskunde ist es oftmals notwendig, die Hohe eines Gelénde-
punktes zu bestimmen. Es sei dazu die Hohe Ha eines Geldndepunktes iiber
dem Meeresspiegel bekannt. Der Winkel o und der Abstand s zwischen
einem Theodoliten und einer Messlatte wurden entsprechend Abbildung 25
gemessen. Die Gerdtehohen a und b sind ebenso bekannt. Wie kann man die

Hohe Hg der zweiten Bodenmarkierung errechnen?

Mit der Tangensfunktion kann der Hohenunterschied h zwischen den Punk-
ten A und B auf folgende Weise errechnet werden:

h = s-tana

Damit wird Hg erhalten durch:

Hy, = H,+a+h-b
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5.2 Sinussatz und Kosinussatz

Mit den Winkelfunktionen ist es mdglich, fehlende Seitenldngen und Winkel eines rechtwinke-
ligen Dreiecks zu berechnen, fiir beliebige Dreiecke werden aber der Sinus- und der Kosinussatz
benotigt. Dieses Faktum dient gleichzeitig als Motivation, das Wissen der Lernenden um eben
diese beiden Sétze zu erweitern. Wihrend Sinus- und Kosinussatz bei den Kenntnissen fiir die
Zentralmatura explizit ausgeschlossen werden, kommen beide Sétze im Lehrplan der 5. Klasse
vor. Dort wird im Inhaltsbereich Algebra und Geometrie (AG) verlangt, dass die Schiilerinnen
und Schiiler ,,Berechnungen an rechtwinkligen und allgemeinen Dreiecken [...] (auch mittels
Sinus- und Kosinussatz)*“'** durchfiihren kénnen sollen. Um den nachfolgenden Ausfiihrungen
folgen zu konnen, sollen die Schiilerinnen und Schiiler wissen, wie man ein beliebiges Dreieck
in zwei rechtwinkelige Dreiecke teilt. AuBerdem werden die Definitionen von Sinus, Kosinus
und Tangens am rechtwinkeligen Dreieck sowie der Satz des Pythagoras benétigt. Wiederum ist

der Taschenrechner als Hilfsmittel ausreichend.

Fiir die Erarbeitung sowohl des Sinus- als auch des Kosinussatzes ist folgende Herangehens-
weise denkbar. Es werden der Sinussatz und der Kosinussatz jeweils als Behauptungen der
Lehrperson in den Raum gestellt und, wie in Abschnitt 2.1.2 vorgefiihrt, bewiesen. Die Beweise
dort sind jedoch nicht vollstidndig, es werden jeweils nur Teilaussagen erarbeitet. Aufgabe der
Schiilerinnen und Schiiler ist es dann, beim Sinussatz die Gleichheit des dritten Verhéltnisses
bzw. beim Kosinussatz eine der beiden anderen Teilaussagen zu beweisen. Als zusitzliche Frage-

stellungen konnen dazu gegeben werden:

1) Darf man den Sinus- und den Kosinussatz auch in einem rechtwinkeligen Dreieck
anwenden?

2) Was geschieht, wenn man den Sinus eines rechten Winkels berechnet?

3) Was geschieht, wenn man den Kosinus eines rechten Winkels berechnet?

4) Was bedeutet das fiir den Kosinussatz?

(Suche nach Erkldarungen oder Begriindungen)

Musterlosung
1) Natiirlich! Der Sinus- und der Kosinussatz sind fiir beliebige Dreiecke definiert,
daher diirfen sie in jedem Dreieck angewandt werden.
2) Der Sinus von 90° ist Eins.

3) Der Kosinus von 90° ist Null.

121 ehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4.
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4) Wird der Kosinussatz in einem rechtwinkeligen Dreieck angewendet, um die Seite,
welche dem rechten Winkel gegeniiberliegt, zu berechnen, so fillt dadurch der

letzte Summand weg und es wird erhalten, dass:

2 2 2 2 2 2 2 2 2
a =b+c,b =a+c¢c oder ¢ =a'+b

Die vierte Aufgabe soll den Schiilerinnen und Schiilern klarmachen, dass der Satz des
Pythagoras ein Spezialfall des Kosinussatzes ist (oder umgekehrt der Kosinussatz eine Verall-
gemeinerung des pythagordischen Lehrsatzes). Weiters geht es in allen vier Aufgaben darum,
sich Gedanken iiber Voraussetzungen mathematischer Formeln und Sétze zu machen. Interes-
sierten Schiilerinnen und Schiilern wird vielleicht auffallen, dass bei den Aufgabenstellungen
zwel bis vier die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Sinus und des Kosinus nicht gegeben
sind. Im vorangegangenen Unterkapitel wurden die Winkelfunktionen nur fiir Winkel gréBer als
0° und kleiner als 90° definiert, der Sinus und der Kosinus von 90° ,,darf* also liberhaupt nicht
berechnet werden. Falls dies keinem der Lernenden auffillt, so muss die Lehrperson diese
Problematik ansprechen und die Schiilerinnen und Schiiler sollen dazu ermuntert werden, die
Aussagen der Lehrperson kritisch zu hinterfragen. Ein weiterer Grund, im Unterricht auf die
angesprochene Problematik einzugehen, ist, dass sie sich dazu eignet, den Lernenden einen
Grund fiir die Einfilhrung einer alternative Definition der Winkelfunktionen zu bieten. Diese
wird dann im nichsten Unterkapitel besprochen. Am Schluss der Einheit sollte zumindest Fol-

gendes in den Schulheften vermerkt worden sein:

Mit Hilfe des Sinus- und des Kosinussatzes ist es moglich, die fehlenden Seiten-

langen und Winkel eines beliebigen Dreiecks zu berechnen.

Sinussatz
In einem beliebigen Dreieck ist das Verhiltnis einer Seitenlinge zum Sinus des
gegeniiberliegenden Winkels fiir alle Seiten und die entsprechenden Winkel stets

gleich, kurz: a _ b _ ¢

sin a sin 3 sin y
Kosinussatz

In einem beliebigen Dreieck ABC mit Seiten a, b, c und Winkeln a, B, y gilt stets:
a’ = b’+ ¢’ —2bc-cosa
b’ = a’+ ¢’ —2ac-cos B

¢’ = a’+ b°—2ab-cosy



Ubungsbeispiele:

Bsp. 5)

Lsg. 5)

Bsp. 6)

Turmhdéhenbestimmung mit horizontalem Hilfsdreieck
Entsprechend der Abbildung 26 (S. 27) soll die Hohe eines Turmes ermittelt

werden. Bekannt sind die Meereshohe der Bodenmarkierung Ha = 171 m

sowie die Hohe a = 1,6 m des Messgerites und der (Zenit-)Winkel z = 26°.

Um den Abstand s des Messgerites vom Turm zu bestimmen, braucht es eine
Hilfskonstruktion. Dazu wurde ein weiterer Punkt B im Gelénde abgesteckt
und wie in Abbildung 27 (S. 28) in der Vogelperspektive veranschaulicht,
der Abstand b = 49,5 m zwischen den Messgeriten sowie die Winkel o= 61°

und = 73° gemessen.

Zuerst muss der Abstand s mit dem Sinussatz errechnet werden. Es gilt:
s _ b
sinp  sin(180—(a+ B))

_ b-sin 3 _ 49-sin73°
sin(180 —(a+ PB)) sin 46°

= 65,81m

Sei h der Hohenunterschied zwischen A und T, dann gilt:

tan(90°—z) = %

h = s-tan(90°—z) = 65,81 -tan 64° = 134,9m
Das bedeutet, dass der Turm eine Hohe von h + a = 1349 + 1,6 = 136,5 m
besitzt und somit Hr = Hy + 136,5 = 171 + 136,5 = 307,5 m betrigt.'®

Bestimmung einer resultierenden Kraft

Wirken zwei Krifte im selben Wirkungspunkt auf einen Korper ein, so
konnen diese durch eine resultierende Kraft ersetzt werden. Zeichnerisch
werden Grofle und Richtung der Resultierenden durch Parallelverschiebung

ermittelt, rechnerisch werden Sinus- und Kosinussatz bendtigt.

Es seien zwei Krifte F; = 10 kN (Kilonewton) und F, = 13 kN und deren ein-
geschlossener Winkel o = 37° gegeben. Zu berechnen sind entsprechend der

Abbildung 42 GroBe und Richtung B der resultierenden Kraft Fg.

1% Die Hohe des Turmes entspricht in etwa jener des Siidturmes des Stephansdoms und die Meereshohe des
Messpunktes A jener des Stephansplatzes. Die Daten dazu wurden am 03. 02. 2018 online abgerufen unter:
www.stephansdom.at/dom_in_zahlen.htm und www.wien.gv.at/statistik/lebensraum/tabellen/stadtgebiet-
eckdaten.html.
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Abbildung 42: Bestimmung der resultierenden Kraft

Lsg. 6) Wird F, parallel verschoben, sodass der Anfangspunkt von F, dem Endpunkt

von F, entspricht, entsteht ein Dreieck mit den Seiten F,, F,, Fr und dem
Winkel y zwischen F, und F,. Der Winkel errechnet sich dabei aus der
Winkelsumme im Parallelogramm:

200+ 2y = 360°

y = 180°—a = 180°—37° = 143°

Mit dem Kosinussatz wird sodann die Grof3e von Fr ermittelt:

F; = Fi+ F,—2F,F,cosy

F, = VE>+ F2—2F, Fycosy = V10°+ 13°—2-10-13-cos 143° = 21,83kN

Der Sinussatz liefert den Winkel f:
FR — FZ

sin y sin 3

siny _ . 13-sin 143° _
= arcsin———— =
F; 21,83

B = arcsinF,- 21°

Anmerkung:
Unter Anwendung von cos (180° - x) = -cos x kann eine Formel fiir Fr ange-

geben werden:

Fr = VFP+F2—2F,F,cosy = VF2+F = 2F, F,cos(180°— o)

= VF+F —2F,F,cos(180°—a) = VF°+F2+2F, F,cos a
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5.3 Definition von Sinus, Kosinus, Tangens am Einheitskreis

In den Anforderungen des Lehrplans, wie auch der Zentralmatura, ist festgehalten, dass die
Schiilerinnen und Schiiler in der Lage sein sollen, die Winkelfunktionen auf Winkel auflerhalb
des Bereichs 0° bis 90° anzuwenden. Zudem wurde im vorherigen Abschnitt zuletzt darauf
hingewiesen, dass die bisherige Definition der Winkelfunktionen vielleicht nicht ausreichend ist,
um alle auftretenden Aufgabenstellungen 16sen zu konnen. Es soll nun ein Szenario geschaffen
werden, bei dem eine der Winkelfunktionen auf einen groBBeren Winkel anzuwenden ist, um so
die Sinnhaftigkeit einer alternativen Definition zu veranschaulichen. Es ist wichtig, dass die
Lernenden in der Lage sind, eine maB3stabsgetreue Konstruktion eines Dreiecks anzufertigen und
die Definition der Winkelfunktionen am rechtwinkeligen Dreieck kennen. Fiir den Unterricht ist
es speziell in der Auseinandersetzung mit diesem Thema von groflem Vorteil, wenn ein EDV-
Raum zur Verfiigung steht: Die Lernenden erhalten dann Forschungsaufgaben, die mit einem
Computer mit Internetzugang 16sbar sind. Dazu sollen sie alleine oder in Kleingruppen (maximal

zu dritt) an der jeweiligen Aufgabenstellung arbeiten.

Eine Einstiegsmoglichkeit in dieses Thema besteht darin, den Schiilerinnen und Schiilern ein
Dreieck, wie in Abbildung 43, auf die Tafel zu zeichnen und sie aufzufordern, die Lénge der

Seite ¢ zu berechnen.

Abbildung 43: Kosinussatz an einem stumpfwinkeligen Dreieck

Mit Hilfe des Kosinussatzes der Form ¢* = a + b? - 2ab cos 7y sollten die Lernenden in der Lage
sein, diese Aufgabe zu bewiltigen. Zusétzlich sollen sie das Dreieck maBstabsgetreu konstru-
ieren und die fehlende Seitenldnge durch Abmessen ermitteln. Die Erkenntnis, dass es funktio-
niert, wenn die Kosinusfunktion an einem Winkel auflerhalb des Definitionsbereiches angewen-

det wird, fungiert als Uberleitung zu einer neuen Definition.

Dazu konstruiert die Lehrperson einen Einheitskreis mit Hilfe von GeoGebra oder direkt an der
Tafel. In diesem Kreis wird ein beliebiger Winkel a eingezeichnet und die Ldngen sin a, cos o

und tan o markiert. Der Vorteil einer Konstruktion mit GeoGebra ist hierbei, dass der Winkel
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nachtriglich beliebig gedndert werden kann. Den Lernenden wird dabei nur erklirt, welche
Strecke wie bezeichnet wird. Warum diese Zuordnung mit der Definition der Winkelfunktionen
am rechtwinkeligen Dreieck vertriglich ist, sollen sie durch Bearbeitung der Forschungsauf-
gaben selbst herausfinden. Nun werden die Schiilerinnen und Schiiler dazu aufgefordert, selbst
aktiv zu werden. Die vorab erstellte Vorlage, die bearbeitet werden soll, finden sie iiber einen

Link im Internet.'” Ein Ausschnitt der gewéhlten Vorlage ist in Abbildung 44 dargestellt.'”

//
A7 0=50,9°
tana  sina=0,776
! i cosa=0,631
£ tana=1,228
Of cosa B

Abbildung 44: Ausschnitt der Vorlage fiir die Winkelfunktionen

Die Position des Punktes A ldsst sich am Bildschirm beliebig auf der Kreislinie verschieben, die
anderen Elemente konnen hingegen héndisch nicht verdndert werden. Die Werte rechts oben fiir
den Winkel a sowie fiir sin o, cos a und tan a &dndern sich entsprechend der Position von A.

Zusitzlich erhalten die Lernenden folgende Forschungsaufgaben, welche sie bearbeiten sollen:

1) Argumentiere, warum die Strecken AB genau sin o und OB genau cos a entspre-

chen. Nutze dazu die Definition der Winkelfunktionen am rechtwinkeligen Dreieck.

2) Was sind die grofftmoglichen und die kleinstmdglichen Werte, die sin a, cos o und

tan o annehmen konnen?

3) Stelle den Winkel durch Verschieben des Punktes A moglichst genau auf den Wert
30° ein (die Abweichung soll kleiner als ein halber Grad sein). Notiere die Werte
von sin o und cos a, runde dabei auf zwei Nachkommastellen. Wiederhole dies fiir

150°, 210° und 330°. Beschreibe deine Beobachtungen.

1% Solche und viele weitere Vorlagen kénnen beispielsweise unter www.geogebra.org/materials gefunden werden.
1% Diese vom Verfasser erstellte Vorlage findet sich online unter www.ggbm.at/sIQKAY7d.
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5)

6)
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Welche Werte besitzt der Tangens von 90° und von 270° und wie lésst sich die
Beobachtung erkldren? (Hinweis: Verwende die Definition der Winkelfunktionen

am rechtwinkeligen Dreieck)
Was ergibt (sin a)? + (cos a)*?

Findest du noch vier weitere Winkel, die sich dhnlich wie jene in Aufgabenteil 3)

verhalten?

Wihrend die Schiilerinnen und Schiiler diese Aufgaben bearbeiten, sieht die Lehrperson ihnen

iiber die Schulter und beseitigt gegebenenfalls Unklarheiten. Nachdem die Aufgaben von allen

Lernenden bearbeitet wurden, braucht es eine abschlieBende Zusammenfassung der Beob-

achtungen durch die Lehrperson. Dabei kann folgende Musterlosung zur Anwendung kommen.

Musterldsung zu den Forschungsaufgaben

)

2)

Das Dreieck OAB ist rechtwinkelig, wobei AB und OB den Katheten entsprechen
und die Lange der Hypotenuse gleich dem Radius Eins des Einheitskreises ist. Der

Sinus von a entspricht dem Verhéltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse:

Analog ist der Kosinus von a gleich dem Verhiltnis von Ankathete zur Hypotenuse:

cosa:OT: B

Die groBtmoglichen und kleinstmoglichen Werte der Winkelfunktionen lassen sich
durch Ausprobieren sehr schnell ermitteln. Bei dieser Aufgabe konnen die
Schiilerinnen und Schiiler jedoch fiir einen exakten Sprachgebrauch sensibilisiert
werden. Die grofStmoglichen Werte fiir sin a und cos a sind eindeutig Eins, die
kleinstmdglichen Werte sind ebenso klar minus Eins. Es kann jedoch vorkommen,
dass von den Lernenden statt der kleinsten Werte, die betragsméBig kleinsten
Werte, also jeweils Null, angegeben werden. Beim Tangens hingegen lautet die
Antwort, dass dessen Werte beliebig grofl und beliebig klein gemacht werden
konnen. Von Schiilerseite werden mit hoher Wahrscheinlichkeit jedoch auch o und

-00 als Antworten kommen.
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3) Durch das aufeinanderfolgende Einstellen des Winkels auf die Werte 30°, 150°,
210° und 330° sollen die Lernenden auf die Uneindeutigkeit bei den Winkelfunk-
tionen sowie deren Symmetrieeigenschaften, die im Abschnitt 2.1.2 bei der dorti-
gen Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis beschrieben wurden, auf-

merksam gemacht werden.

4) Fiir die Winkel a = 90° und o = 270° wird ,,tan a = ?7* angezeigt. Weil der Tangens,
entsprechend der Definition am rechtwinkeligen Dreieck, das Verhiltnis der
Katheten anzeigt, gilt:

AB
tano = —

Das entspricht bei diesen Winkeln:

tan 90° = 1 bzw. tan270° = ol
0 0

und die Division durch Null ist bekanntlich nicht definiert.

5) Moglicherweise versuchen die Schiilerinnen und Schiiler hier konkrete Zahlwerte,
die sie fiir einen beliebigen Winkel ablesen, zu quadrieren und dann zu addieren.
Wiinschenswert wére es jedoch, wenn erkannt wird, dass der Satz des Pythagoras

fiir das rechtwinkelige Dreieck OAB anwendbar ist:

(AB)+ (OB) = (OA)* bzw. (sina)+(cosa)’ =1

6) Diese Aufgabe ist als Weiterfiihrung der Aufgabe 3) zu verstehen. Ein weiteres
4-Tupel entsteht beispielsweise aus den Winkeln 40°, 140°, 220° und 320°.

Die erste der Forschungsaufgaben dient der Begriindung der Richtigkeit der Definition und der
Vertrdglichkeit mit der Definition der Winkelfunktionen am rechtwinkeligen Dreieck. Die zweite
Aufgabe soll den Schiilerinnen und Schiilern einen Hinweis auf den Wertebereich der jeweiligen
Funktionen liefern. Die Aufgaben 3) und 6) machen die Lernenden auf die Symmetrieeigen-
schaften aufmerksam. Diese werden dann unten in der Zusammenfassung explizit aufgeschrie-
ben. Die Definitionsliicke des Tangens wird bei Aufgabe 4) thematisiert. Durch die fiinfte Auf-
gabe konnen die Schiilerinnen und Schiiler schlieBlich selbst eine zentrale Eigenschaft der

Winkelfunktionen herleiten.

Die Beschreibung des Tangens am Einheitskreis ist etwas schwieriger im Vergleich zu Sinus und
Kosinus, weshalb es dazu keinen Arbeitsauftrag fiir die Lernenden gibt. Zudem ist die

Beschreibung des Tangens in Worten sehr aufwéndig und schwer verstdndlich. Sie sollte den
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Lernenden erkldrt, aber nicht unbedingt aufgeschrieben werden. Fiir den Tangens wird der
Schnittpunkt der Verlingerung der Strecke OA mit einer Parallelen zur y-Achse, die durch den
Punkt (1, 0) geht, bendtigt. Er entspricht dann der y-Koordinate dieses Schnittpunktes. Nun muss
auch diese Zuordnung erklart werden: Dazu sei der zuvor beschriebene Schnittpunkt mit S
bezeichnet und der Punkt (1, 0) mit C. Durch die Punkte O, S und C wird ein rechtwinkeliges
Dreieck gebildet. Die Ankathete des Winkels o entspricht der Strecke OC und besitzt die Lange
Eins, die Gegenkathete wird durch CS dargestellt. Es gilt daher:

Gegenkathete CS CS _ =5
1 = = = — =
e = kathete  0C 1 - O

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen Folgendes in ihren Heften festhalten:

Um die Funktionswerte der Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel berechnen zu
konnen, braucht es die Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis (Es folgt
eine Abbildung des Einheitskreises mit eingezeichnetem Winkel o und den Ab-
stdnden sin a, cos a und tan o, wie in Abbildung 44, jedoch ohne konkrete Werte).
Der Sinus von a entspricht, wie in der Skizze eingezeichnet, der y-Koordinate des
Punktes A am Einheitskreis. Der Kosinus von a entspricht der x-Koordinate. Es gilt

auflerdem:

—1 < sina,cosa < 1

—oo < tano < o

(sina)+ (cosa) = 1 fiir jeden Winkel a

sin(180°—a) = sina

sin(—a) = —sina

*  cos(180°—a) = —cosa
(

cos(—a) = cosa

Die Beweise fiir die letzten vier dieser Eigenschaften werden in der 6. Klasse besprochen und

finden sich im Abschnitt 6.3.4.
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Ubungsbeispiel:
Bsp. 7) Ordne jeder Bedingung in der linken Tabelle ein passendes Winkelmal} o aus

der rechten Tabelle zu.'%

sina< 0 und cosa>0 A | 270°
sina> 0 und cosa=0 B | 45°
sina=—1 und cosa=0 c | 30°
sina>0 und cosa<0 D | 106°
sina=0,5 und cosa> 0 E | 90°

F | 358°

Lsg. 7) In der linken Spalte soll von oben nach unten gereiht stehen: F, E, A, D, C.

5.4 Polarkoordinaten

Der Lehrplan fiir die 5. Klasse einer AHS sieht vor, dass Schiilerinnen und Schiiler Existenz und
Nutzen von Polarkoordinaten erfassen sollen. Polarkoordinaten sind als Alternative zu den sonst
hiufig genutzten kartesischen Koordinaten zu verstehen, durch die sich mitunter die Position
eines Punktes einfacher beschreiben ldsst. Um die vorgestellten Methoden zur Umrechnung
zwischen den beiden Koordinatensystemen zu verstehen, ist es notwendig, dass die Lernenden
den Satz des Pythagoras anwenden kdnnen. Die Umrechnungen selbst lassen sich mit Hilfe eines

Taschenrechners erledigen.

Wihrend bei den kartesischen Koordinaten die Abstinde von der x- bzw. y-Achse angegeben
werden, wird die Lage eines Punktes bei der Verwendung von Polarkoordinaten durch einen
Winkel und einen Abstand beschrieben. In Abbildung 17 (S. 20) sind beide Methoden darge-
stellt. Ein Punkt P wird einerseits durch das Koordinatenpaar (X, y) und andererseits in der Form

(r, ), durch den Abstand r vom Koordinatenursprung und den Winkel ¢ verortet.

Sollen Kreisbewegungen beschrieben werden, so hat die Verwendung der Polarkoordinaten einen
groBen Vorteil gegeniiber der Nutzung von kartesischen Koordinaten. Ein Punkt auf einer
Kreisbahn muss bei kartesischen Koordinaten mit einem Koordinatenpaar beschrieben werden,

wihrend bei Polarkoordinaten die Angabe eines Winkels ausreicht, da der Abstand vom Koordi-

1% Beispiel vgl. MaLLE, Giinther: Mathematik verstehen. Maturatraining, S. 29.
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natenursprung stets konstant bleibt. Zudem erfolgt die Angabe von Polarkoordinaten ungeféhr
s0, wie in vielen Alltagssituationen ein Ort beschrieben wird: Soll eine Person in freiem Geldnde
auf etwas aufmerksam gemacht werden, so wird ihr die ungefdhre Richtung gezeigt und dazu
ein Hinweis auf die Entfernung gegeben (wie beispielsweise ,,ca. 10 Meter entfernt®, oder ,,bei
den Baumen®). Auch hier wird, wie bei der Nutzung der Polarkoordinaten, eine Richtung und
eine Entfernung angegeben. Im Abschnitt 2.1.4 wurde zudem darauf verwiesen, dass Polarko-

ordinaten auch zur Beschreibung komplexer Zahlen verwendet werden kénnen.

Nachdem erklért wurde, was Polarkoordinaten sind und wozu sie genutzt werden konnen, gilt es
noch den Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten zu erldutern: Bei der Herleitung der
Umrechnungsformeln kommt der Satz des Pythagoras zur Anwendung. Es ist dabei moglich, den
Schiilerinnen und Schiilern einen Arbeitsauftrag zu erteilen, bei dem sie selbststindig nach einer
Umrechnungsmethode suchen sollen. Dass der Satz des Pythagoras fiir die Umrechnung hilfreich
ist, kann als Hinweis gegeben werden. Alternativ wird die Herleitung von der Lehrperson

durchgefiihrt.

Wie in Abbildung 17 zu sehen ist, wird durch die x- und y-Achse gemeinsam mit der Strecke r
als Hypotenuse ein rechtwinkeliges Dreieck gebildet. Hier gilt gemd dem pythagordischen

Lehrsatz:

r2 = X2+ y2 bzw. r = \/X2+ y2
und mit den Winkelfunktionen folgt:

tang = Y bzw. ¢ = arctan <
X X

Dadurch ist auch schon klar, wie von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten umgerechnet
werden kann. Um auch eine Umformung in die entgegengesetzte Richtung durchfiihren zu

konnen, empfiehlt sich die Vorgehensweise:

sing = = bzw. y = r-sin ¢

COSQ = — bzw. X = r-cos
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In den Heften der Schiilerinnen und Schiiler sollte schlieflich neben einer Abbildung (dhnlich

der Abbildung 17) noch folgender Text vermerkt sein:

Um die Position eines Punktes festzulegen, gibt es neben den kartesischen
Koordinaten auch noch die Polarkoordinaten. Dabei wird der Punkt durch den
Abstand r vom Koordinatenursprung und den Winkel ¢ beschrieben. Die Darstellung
in kartesischen Koordinaten (x, y) kann in Polarkoordinaten (r, ¢) umgerechnet

werden und umgekehrt. Dazu wird verwendet:

r = Vx’+ y> und ¢ = arctan < oder

X

y = r-sing@ und X = r-cos@

Ubungsbeispiel:

Ubungsbeispiele, die sich mit dem Zusammenhang von Polarkoordinaten und kartesischen
Koordinaten beschiftigen, erfordern meist, dass Punkte vom einem Koordinatensystem in das
andere umgerechnet werden. Deshalb sollte den Schiilerinnen und Schiilern zumindest ein inter-
essanter Kontext geboten werden. In der folgenden Aufgabe kommt die eulersche Zahl e vor.
Falls die Lernenden diese noch nicht kennen, so soll ihnen erkldrt werden, dass es sich dabei um
eine Konstante dhnlich der Zahl n handelt und wo sie diese Zahl auf ihrem Taschenrechner
finden konnen. Im letzten Teil der Aufgabe sollen die Schiilerinnen und Schiiler selbst mit
GeoGebra arbeiten. Entsprechende Vorerfahrungen im Umgang mit diesem Programm sind von

Vorteil, ansonsten muss die Lehrperson entsprechende Hilfestellung geben.

Bsp. 8) ,,Die logarithmische Spirale (oder gleichwinkelige Spirale) ist eine Spirale,
deren Form man auch in der Natur oft findet. Zuerst untersucht wurde sie
von René Descartes (1596-1650) und Jacob Bernoulli (1654-1705), der ihr
den Namen Spira Mirabilis ('wundersame Spirale') gab. In Polarkoordinaten
lautet ihre Gleichung r = a €®, wobei a und b nicht verschwindende Kon-

stanten sind.*!"’

a) Wie lautet das Polarkoordinatenpaar fiir einen Punkt auf einer loga-

rithmischen Spirale mit den Konstanten a =2 und b = 0,2?

b) Stelle obiges Koordinatenpaar mit kartesischen Koordinaten dar.

197 Arsina, Claudi / NELsen, Roger B.: Perlen der Mathematik, S. 223 (Bezeichnung des Winkels von 0 auf ¢
geédndert).
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¢) Im einleitenden Text steht geschrieben, dass die Form einer logarith-
mischen Spirale in der Natur oft vorkommt. Suche im Internet nach

Beispielen.

d) Mit GeoGebra: Erstelle einen Schieberegler ¢ im Gradmal fiir den
Bereich [0°, 1080°]. Erstelle einen Punkt mit dem Koordinatenpaar
aus Aufgabe b) und aktiviere ,,Spur anzeigen* fiir diesen Punkt.
Verdndere den Schieberegler und priife, ob die Spur deines Punktes

Ahnlichkeit mit einer logarithmischen Spirale aus c) aufweist.

Lsg. 8) Zuerst eine Erkldrung, weshalb diese Spirale auch gleichwinkelige Spirale
genannt wird: Der Winkel zwischen der Geraden durch den Ursprung und

der Tangenten an die Spirale ist fiir jeden Punkt auf der Spirale gleich.'®
a) (2-60’2"’ , ¢
b) (2-€°%"- cos o, 2-¢"%sin (p)

c) Abbildung 45 zeigt die Darstellung einer logarithmischen Spirale und
zwel Beispiele fiir deren Vorkommen in der Natur. Neben Wirbel-
stiirmen und Spiralgalaxien kommt diese Form auch bei Schnecken-

hausern und Muscheln vor.'”

™

(@)

L

Abbildung 45: logarithmische Spiralen in der Natur'"’

18 Vgl. GLAESER, Georg: Der mathematische Werkzeugkasten, S. 260; vgl. ALsina, Claudi / NeLsen, Roger B.: Perlen
der Mathematik, S. 224.

19 Vgl. GraEsER, Georg: Der mathematische Werkzeugkasten, S. 261; vgl. ALsina, Claudi / NeLsen, Roger B.: Perlen
der Mathematik, S. 224.

19Vgl. Abb. 17.14 in: ALsiNa, Claudi / NeLsen, Roger B.: Perlen der Mathematik, S. 224.
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d) Abbildung 46 zeigt die Umsetzung dieses Aufgabenteils.

..........
ot
o
o

.
0
W B
.........

Abbildung 46: logarithmische Spirale in GeoGebra

Anhand der Unterschiede in den Darstellungen bei a) und b) konnen die Schiilerinnen und
Schiiler den Vorteil der Nutzung von Polarkoordinaten fiir solche Beispiele erkennen. Arbeits-
auftrag c) kann optional entweder mit den in Klassenrdumen verfligbaren PC-Geriten oder den
meist vorhandenen Smartphones erledigt werden. Es empfiehlt sich hier, den Lernenden ver-
standlich zu machen, mit den im Internet gefundenen Informationsquellen kritisch umzugehen.
Welche Aspekte dabei genau hinterfragt werden sollen, wird im Ubungsbeispiel zu Abschnitt 6.1
nédher erldutert. Weil die Aufgabenteile aufeinander aufbauen, kann es notwendig sein, dass die

Lehrperson Zwischenldsungen zur Verfiigung stellt.

5.5 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten sind das erste hier vorgestellte Thema, das weder vom Lehrplan gefordert
noch bei der Zentralmatura abgepriift wird. Trotzdem sollte dieses Fachgebiet im Schulunterricht
kurz vorgestellt werden. Das Nutzen von Kugelkoordinaten zur Ortsbestimmung auf der Erd-
oberfliche ldsst zudem auch die Auseinandersetzung mit ihrem zweidimensionales Pendant, den
Polarkoordinaten, sinnvoller erscheinen: Da ndmlich die Kugelkoordinaten mit den Polarkoordi-
naten sehr eng verkniipft sind, sollten sie direkt hintereinander vorgestellt werden. Als Vorkennt-
nis ist lediglich das Wissen um die Bedeutung und Funktion der Polarkoordinaten erforderlich.
Die Besprechung der Kugelkoordinaten ist als Ergdnzung zu den Polarkoordinaten gedacht,
daher miissen Schiilerinnen und Schiiler auch keine Rechenbeispiele zu diesem Thema bewil-
tigen, dazu wiren Kenntnisse der spharischen Trigonometrie vonndten. Daher ist in diesem Fall

auch kein technisches Equipment, wie etwa ein Taschenrechner, erforderlich.
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So, wie sich die kartesischen Koordinaten vom zwei- in den dreidimensionalen Raum erweitern
lassen, kann das auch mit den Polarkoordinaten gemacht werden. Hierzu wird ein zusitzlicher
Winkel benétigt, der aus dem Koordinatenpaar (r, @) ein Koordinatentripel (r, ¢, 0) eines Punktes
P macht. Mit solchen Koordinaten lassen sich Punkte auf der Erde sehr gut beschreiben. Dazu
wird ein Winkel von einem bestimmten Bezugspunkt aus nach Westen oder Osten gemessen,
dieser wird auch Geographische Ldinge genannt. Meist wird das Royal Greenwich Observatory
in London als Bezugspunkt gewihlt. Der zweite Winkel zeigt dann vom Aquator aus nach
Norden oder Siiden und wird als Geographische Breite bezeichnet. Wenn nur Punkte auf der
Erdoberfliche betrachtet werden, so kann der Abstand vom Erdmittelpunkt zum betrachteten
Punkt als anndhernd konstant angenommen werden. Das bedeutet, dass ein Punkt auf der

Erdoberflidche nur durch die Angabe der beiden Winkel eindeutig bestimmt werden kann.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen, neben einer Skizze, die an die Abbildung 18 (S. 21) bzw.
47 angelehnt sein kann, lediglich einige grundlegende Informationen in ihren Heften festhalten.
Hierbei ist es mitunter sinnvoll, wenn die Lehrperson diese Abbildungen am Computer erstellt,

ausdruckt und in Form von Kopien ausgibt.

Nach der Einheit haben die Lernenden also Folgendes notiert:
Kugelkoordinaten sind das dreidimensionale Gegenstiick zu den Polarkoordinaten.
Fiir die Lagebestimmung eines Punktes mittels Kugelkoordinaten braucht es einen
Abstand r zu einem Ursprungspunkt sowie der zwei Winkel ¢ und 6. Kugelkoordi-

naten werden zur Beschreibung eines Punktes auf der Erdoberfldche verwendet.

Aquator

Abbildung 47: Kugelkoordinaten
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6 Unterrichtsplanung fiir die 6. Klasse

Analog zur Unterrichtsplanung der 5. Klasse folgt nun jene fiir die 6. Klasse. Die in der Planung

fiir die 5. Klasse behandelten Themen gelten als Voraussetzung fiir die folgenden Ausfithrungen.

6.1 Das Bogenmalf}

Die Vermittlung von Kenntnissen zum Bogenmal} wird im Lehrplan der 6. Klasse AHS explizit
gefordert. Fiir die Zentralmatura wird zudem unter FA 6.5 von Schiilerinnen und Schiilern
erwartet, dass sie wissen, dass cos x = sin (x + /) . Dazu ist die Kenntnis des Bogenmalles
unerldsslich, da die Lernenden ansonsten mit dem in der Formel enthaltenden m nichts anfangen
konnten. Als Vorwissen braucht es fiir dieses Thema lediglich die Formel fiir den Umfang eines

Kreises, technische Hilfsmittel werden nicht unbedingt benétigt.

Den Schiilerinnen und Schiilern wird zu Beginn vermittelt, dass Winkel in verschiedener Weise
angegeben werden konnen. Neben dem GradmaBl wird auch das Bogenmall verwendet. Ein
voller Winkel von 360° im GradmaR3 entspricht dabei 2n im Bogenmal3, wobei diese 2r aus der
Betrachtung des Einheitskreises stammen. Ein Kreis mit Radius 1 besitzt, entsprechend der
Formel fiir den Kreisumfang Ux = 2rn, den Umfang 2n. Damit ldsst sich jedes Stiick eines Kreis-

bogens eindeutig einem Winkel zuordnen. Einige ausgewdéhlte Zuordnungen sind:

GradmaB | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 180° | 360° | ...

Bogenmal

T T T T
O 6 4 3 2 n 2n B

Welches dieser beiden WinkelmalBle verwendet wird, bleibt jedem selbst iiberlassen. Die Um-
rechnung kann durch eine Schlussrechnung oder mit folgenden Formeln erfolgen: Darin steht ag
fiir den Wert eines Winkels im GradmalB und o fiir jenen Wert im Bogenmalf:'"!

360 2n

oG = Op > bzw. g = Og 3y

" Dass es in diesen Formeln méglich ist zu kiirzen, kann im Unterricht durchaus erwéhnt werden. Fiir das
Verstehen der Formeln sind jedoch die ungekiirzten Versionen besser geeignet.
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Die Schiilerinnen notieren sich in ihren Schulheften:

Winkel konnen in verschiedener Weise angegeben werden. Neben dem Gradmal3
wird auch das Bogenmall verwendet. Ein voller Winkel von 360° im Gradmal3
entspricht dabei 2n im Bogenmal. Eine Umrechnung erfolgt iiber die folgenden
Formeln, wobei ag fiir den Wert eines Winkels im Gradmal und o fiir jenen Wert im

Bogenmal steht:

_ 360 _ 2n
O = (XB‘E bzw. o = QG‘%

Ubungsbeispiel:

Bsp. 9) Recherchiere im Internet nach weiteren Mdglichkeiten, ein Winkelmal
anzugeben. Suche nach Formeln, um vom Gradmal} in jenes Mall umzu-

rechnen und umgekehrt. Gehe zusitzlich auf folgende Fragen ein:

* Woher sind deine Informationen? (Wikipedia wird nicht akzeptiert!)
* Wie bist du auf deine Informationsquelle gestof3en?
* Weshalb hast du diese Quelle ausgewéhlt?

* Wer ist fiir den Inhalt verantwortlich? (z.B. Person, Firma, Verein etc.)

Lsg. 9) Zuerst kann durchaus auf Wikipedia nachgesehen werden, um sich einen
ersten Eindruck zu verschaffen. Im Artikel zu den WinkelmaBen findet sich
dabei beispielsweise eine Auflistung alternativer Winkeleinteilungen in
welche auch von Strich die Rede ist. Der entsprechende Artikel dazu unter-
teilt weiter in einen nautischen Strich und einen Artilleriestrich. Die ndtigen
Information zur Nutzung und zur Umrechnung sind hier eigentlich schon
enthalten, es soll aber eine bessere Quelle gefunden werden. Die Suche in
einer Internetsuchmaschine bringt uns zu der Google Books-Ausgabe des
Vieweg Einheiten-Lexikons. Darin finden sich Kurzbeschreibungen und Zu-
sammenhédnge von nautischem Strich und Artilleriestrich mit dem Gradmal

und dem BogenmaQ.'"*

Seriose Quellen im Internet zu finden, ist oftmals eine Herausforderung. Es ist aber auch im
Lehrplan verankert, dass die Schiilerinnen und Schiiler sich dieser Herausforderung im Unter-

richt zu stellen haben.'” Die Schwierigkeit besteht oftmals darin, eine Quelle zu finden, die sich

12 Vgl. KurzweiL, Peter: Das Vieweg Einheiten-Lexikon, S. 364.
13 Vgl. ,Lernen mit medialer Unterstiitzung* in: Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 3.
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nicht ihrerseits wiederum auf Wikipedia bezieht. Nicht selten wird ndmlich am Ende eines serids
wirkenden Artikels auf Wikipedia verwiesen. Sehr hédufig lassen sich jedoch hilfreiche Buch-

ausschnitte beispielsweise mit Google Books finden.

6.2 Graphische Darstellung von Sinus und Kosinus

Eine Behandlung der Winkelfunktionen, ohne auf deren Graphen einzugehen, scheint beinahe
undenkbar. Vor allem der Verlauf der Sinuskurve wird hdufig in verschiedensten Kontexten dazu
genutzt, um periodische Vorgénge zu beschreiben, in Abschnitt 2.2.3 finden sich einige Beispiele
dazu. Um die nachfolgenden Ausfiihrungen zu verstehen, ist es notwendig, dass die Schiilerinnen
und Schiiler den Zusammenhang und die Umrechnung zwischen dem Gradmaf3 und dem Bogen-
mal verstanden haben. Aullerdem werden sie den Taschenrechner und einen Computer mit Inter-
netzugang brauchen. Letzteres ist notig, um eine Vorlage in GeoGebra, die online verfligbar ist,
zu bearbeiten. Spezielle Kenntnisse im Umgang mit GeoGebra werden von den Lernenden nicht

erwartet.

Als Einstieg konnen die Schiilerinnen und Schiiler den Graphen anhand einer Wertetabelle selbst
zeichnen. Dabei kann auch die Umrechnung vom GradmaR in das Bogenmall und umgekehrt
geiibt werden. So kann die Aufgabenstellung folgendermallen aussehen, wobei ag, gleich wie in
den Ausfithrungen zum Bogenmal, fiir den Wert eines Winkels im GradmaR steht und ag fiir

jenen Wert im Bogenmal:

Ermittle die fehlenden Eintrége in folgender Tabelle. Verwende den Taschenrechner

nur zur Berechnung der Sinus- und Kosinuswerte!

0 0° 60° 180° 270° | 360°
n n o 2n o
o 4 2 3 4
Sinus von a

Kosinus von o

Trage die Punkte mit den Koordinaten (as, sin ) in folgendem Koordinatengitter in
roter Farbe und die Koordinaten (as, cos o) in blauer Farbe ein. Verbinde die Punkte

in entsprechender Farbe miteinander.
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Abbildung 48: zur Einstiegsaufgabe der Graphen von Sinus und Kosinus

Die Musterlosung dazu sieht dann so aus:

oG 0° 45° | 60° | 90° | 120° | 180° | 225° | 270° | 360°
o o | ® | x| om | 2 ) 5mo ) 3n o,
4 3 2 3 4 2

Sinus von o 0 0,71 | 0,87 1 0,87 0 -0,71 | -1 0

Kosinus von a 1 0,71 0,5 0 -0.5 -1 -0,71 0 1

sin o

cosa

~1 1

Abbildung 49: Musterlosung zur Einstiegsaufgabe der Graphen

Es ist bei obenstehender Aufgabe moglich, den Schiilerinnen und Schiilern den Gebrauch des
Taschenrechners auch fiir die Berechnung der Funktionswerte zu untersagen. Stattdessen konn-
ten sie diese Werte aus einer mallstabsgetreuen Konstruktion herausmessen. Zudem lassen sich
einige spezielle Werte auch durch geschickte Uberlegungen ermitteln. So kénnen die gewiinsch-
ten Funktionswerte fiir 45°, wenn man ein gleichschenkelig-rechtwinkeliges Dreieck betrachtet,
und jene fiir 30° und 60° aus der Betrachtung eines gleichseitigen Dreiecks gewonnen werden.

Wie das funktioniert, wird mit Hilfe von Abbildung 50 erklart.
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Abbildung 50: spezielle Funktionswerte

In obiger Abbildung findet sich links ein gleichschenkelig-rechtwinkeliges Dreieck. Darin gilt:

sin 45° = b = cos 45°
a

Mit dem Satz des Pythagoras ldsst sich zudem erkennen, dass:

26> = a®> bzw. a = 2b

Setzt man dies oben ein, so folgt:

sinds° = cosase = 2 =0 L g7
a

V2b W2 ’

Das rechte Dreieck in Abbildung 50 ist ein gleichseitiges und somit sind alle Winkel darin gleich

60°. Es gilt: 2 £y
(%) +h’=¢s unddamit h = %s

Also lassen sich die Funktionswerte von 30° und 60° schreiben als:

sin30° = cos 60° = 2 = l
S 2
V3 —
§in60° = c0s30° = & = 2 = 3 ~ 0,87
S S 2

Ist gewiinscht, dass die Schiilerinnen und Schiiler die genannten Funktionswerte auf diese Weise
ermitteln, so ist jedenfalls mehr Zeit einzuplanen, als bei einer erlaubten Verwendung des

Taschenrechners veranschlagt werden miisste. AuBBerdem werden die Lernenden eine Hilfe-

stellung zur Vorgehensweise bendtigen.

Die Schiilerinnen und Schiiler haben nun erstmals die Graphen der Sinus- und der Kosinus-
funktion gezeichnet. Als Nichstes wird der Zusammenhang zwischen diesen Graphen und den

Winkelfunktionen am Einheitskreis besprochen. Dazu kann wiederum eine Vorlage in GeoGebra
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verwendet werden.'"* Diese kann von der Lehrperson selbst vorgestellt werden oder die
Schiilerinnen und Schiiler diirfen mit den Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion selbst

experimentieren. Der dazugehorige Arbeitsauftrag kann folgendermafen aussehen:

Es soll der Zusammenhang zwischen der graphischen Darstellung der Sinus- und der
Kosinusfunktion sowie der Definition der beiden Funktionen am Einheitskreis
erldutert werden. Sieh dir dazu folgende Graphik ndher an. Wéhle darin eine der

beiden Funktionen und verdndere die Position des Punktes A am Einheitskreis.

* Die Graphik zeigt nur Winkel zwischen 0 und 2rn (bzw. zwischen 0°
und 360°). Wie konnten die Funktionswerte fiir Werte aussehen, die
kleiner als 0 oder grofBer als 2x sind?

* Beschreibe, was dir sonst noch auffallt.

A

sina, :

a sin o,

-1\ 0 1 0 o A
cosa 2

-1

a
a

K o
2 cosa

Abbildung 51: die Graphen der Winkelfunktionen und der Einheitskreis

Im Anschluss an den Arbeitsauftrag an die Lernenden folgt eine gemeinsame Besprechung mit
der Lehrperson. Hier konnen erste Hinweise auf den weiteren gleichméBigen Verlauf und
moglicherweise auch auf die Periodizitdt dieser Funktionen gegeben werden. Vielleicht beob-
achteten auch einige der Schiilerinnen und Schiiler bereits, dass sich die Graphen dhneln und nur
zueinander verschoben sind. Es besteht somit die Mdglichkeit, dass die Lernenden auf einige der
Eigenschaften, die im Folgekapitel besprochen werden, selbst auf spielerische Art stoflen. In den
Heften festhalten sollen sie jedenfalls eine Abbildung zu den Funktionsgraphen, wobei hier
durchaus auch der Hinweis auf den Einheitskreis enthalten sein darf. Es scheint geeignet, diese
Abbildung in Anlehnung an Abbildung 51 zu gestalten. Wurde im Unterricht auch die Herleitung
spezieller Funktionswerte erldutert, so ist es jedenfalls angebracht, auch diese Herleitung mit-

samt einer geeigneten Skizze festzuhalten.

14 Diese vom Verfasser erstellte Vorlage findet sich online unter www.ggbm.at/sfuqZzAB. Die Darstellung der
Sinus- wie auch der Kosinusfunktion kann darin aus- und abgewahlt werden.
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6.3 Eigenschaften von Sinus und Kosinus

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Additionstheoreme, wie sie in 2.1.2 erldutert
wurden, mehrmals zum Beweisen von Eigenschaften benotigt. Die Theoreme selbst und deren
Beweise sind von weniger zentraler Bedeutung und miissen im Unterricht nicht zwingend
vorkommen. Es geniigt, wenn die Schiilerinnen und Schiiler diese in ihren Formelheften finden.
Falls manche der Lernenden sich damit ungern begniigen und es die Zeit nicht erlaubt, den
Beweis fiir die Giiltigkeit der Theoreme zu erbringen, so kann an die Schiilerinnen und Schiiler

auch ein Handout ausgegeben werden, welches die Beweise enthilt.

6.3.1 Periodizitit der Sinusfunktion

In der letzten Aufgabe aus Abschnitt 6.2 sollten sich die Lernenden Gedanken dariiber machen,
wie die Funktionswerte fiir Winkel auBBerhalb des Bereichs [0, 2x] aussehen konnten. Die Losung
liegt in der Periodizitit der Sinusfunktion, welche nun erldutert werden soll. Um diese
Erkldrungen verstehen zu konnen, sollen die Schiilerinnen und Schiiler mit den Additions-
theoremen vertraut sein. Die notwendigen Berechnungen konnen mit einem Taschenrechner

durchgefiihrt werden.

Im Unterricht wurde bereits einmal der Definitionsbereich der Winkelfunktionen vergrofert. Bei
den Definitionen von Sinus, Kosinus und Tangens am rechtwinkeligen Dreieck in der 5. Klasse
waren nur Argumente innerhalb von 0° und 90° (jeweils exklusive) erlaubt. Dies geniigte nicht
und so wurde ebenfalls in der 5. Klasse die Definition am Einheitskreis eingefiihrt. Damit waren
nun Winkel zwischen 0° und 360° bei den Winkelfunktionen erlaubt. Was aber, wenn auch dieser
Bereich nicht geniigt? Welche Funktionswerte ergeben sich bei einem Winkel von 400° oder bei
-70°? Laut Taschenrechner sind das sin 400° = 0,643 und sin(-70°) = -0,940. Um auch diesen
Argumenten giiltige Werte zuordnen zu konnen, braucht es die Additionstheoreme. Mit ihnen

ldsst sich beschreiben, dass:

sin 400 = sin(360 + 40) = sin 360 cos 40 + cos 360 sin 40
Weil bekannt ist, dass sin 360 = 0 und cos 360 = 1, folgt:
sin(360 + 40) = sin 40 = 0,643

In derselben Weise gilt:

sin(—=70) = sin(0 — 70) = sin 0 cos 70 + cos 0 sin 70

und mit sin 0 = 0 und cos 0 = 1 folgt:

sin(—=70) = sin 70 = 0,940
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Somit lésst sich jeder Funktionswert eines Winkels auBerhalb von [0°, 360°] bzw. [0, 2wt] auf
einen Funktionswert eines Winkels innerhalb dieses Bereichs umrechnen. Weil auflerdem Additi-
onstheoreme fiir den Kosinus bekannt sind, lassen sich auch dessen Funktionswerte so behan-
deln. Daraus ergibt sich, dass sich die Funktionswerte nach 360° bzw. 2n wiederholen. Diese Ei-
genschaft wird Periodizitit genannt. Alternativ werden die Sinus- und die Kosinusfunktion auch

als 2n-periodisch bezeichnet. Als Definitionsbereich kommen somit alle reellen Zahlen infrage.

s \):g_/ N N N
Kosinus

N N N O SO\ N
WM{ WhI WH WH Wn

Abbildung 52: Graphen der Winkelfunktionen iiber den reellen Zahlen

Hier sollten die Schiilerinnen und Schiiler eine Abbildung der Graphen von Sinus und Kosinus
festhalten, die liber den Bereich von 0 bis 27 hinausgeht. Der Bereich -2n bis 4n wire eine

Moglichkeit. Und dazu noch folgenden Text:

Die Funktionswerte der Sinus- sowie der Kosinusfunktion wiederholen sich nach
360° bzw. 2n. Diese Eigenschaft wird Periodizitit genannt. Alternativ werden die

Sinus- und die Kosinusfunktion auch als 2z-periodisch bezeichnet.

6.3.2 Parameter der Sinusfunktion

Im Lehrplan fiir die 2. Klasse einer AHS-Oberstufe wird gefordert, dass die Schiilerinnen und

Schiiler mit der Anwendung von Funktionen zur ,,Beschreibung kontinuierlicher Prozesse“'"’,

dem ,,Vergleichen von Modellen‘''®

und dem ,,Erkennen der Grenzen von Modellbildungen
vertraut gemacht werden sollen.'"” Dies ist ohne Behandlung der Parameter a, b, ¢ und d, welche
die Sinusfunktion a sin(bx + c) + d beeinflussen, nicht moglich. Es werden tatséchlich alle vier
Parameter benotigt, um moglichst gut passende Modelle entwickeln zu konnen. Daher werden
im Folgenden bewusst alle vier Parameter besprochen, auch wenn im Inhaltsbereich Funktionale
Abhdingigkeiten (FA) der Ausfiihrungen zur Zentralmatura unter FA 6.1 nur die Behandlung von

zwei Parametern, nimlich a und b, gefordert ist.'""® Besondere Vorkenntnisse, abgesehen von

!5 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 5.
116 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 5.
"7 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 5.
"8 Vgl. SiLLER, Hans-Stefan (u.a.): Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik, S. 12.
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jenen, die im Unterricht der 5. und 6. Klasse gelehrt wurden, sind nicht vonndten. Es wurde auch

fiir dieses Thema eine Vorlage fiir GeoGebra erstellt.'”’

Mehrere Computer, an denen die Lern-
enden wieder selbststindig arbeiten konnen, sind fiir den Unterricht praktisch, aber nicht zwin-

gend notwendig.

Zum Einstieg konnen die Schiilerinnen und Schiiler daran erinnert werden, dass bereits in der
fiinften Klasse einfache Funktionen, wie beispielsweise die linearen Funktionen und deren
Parameter, untersucht worden sind.'® Bei linearen Funktionen sind es k und d, welche die Stei-
gung und die Verschiebung der Funktion verindern kénnen. Fiir die Sinusfunktion und auch fiir
die Kosinusfunktion lassen sich ebenso Parameter finden, die die Gestalt des Funktionsgraphen
erheblich dndern konnen. Hier sind es gleich vier solcher Parameter, ndmlich a, b, ¢ und d, die
auf die Sinusfunktion einwirken. Je nach Verfiigbarkeit an Computerarbeitspldtzen sollen nun die
Lernenden oder auch nur die Lehrperson die Vorlage 6ffnen: Darin konnen die vier Parameter
wieder mittels Schieberegler beliebig gedndert werden. Die Lernenden erhalten wieder mehrere
kleine Arbeitsauftrige Entweder bearbeitet jeder am eigenen Computer die Vorlage selbst, oder
aber die Lehrperson demonstriert einzelne Arbeitsschritte via Beamer-Projektion vor der Klasse.

Dabei sollen Beobachtungen zu folgenden Fragen schriftlich festgehalten werden:

1) Welche Anderung bewirkt der Parameter a?
2) Welche Anderung bewirkt der Parameter b?
3) Welche Anderung bewirkt der Parameter c?
4) Welche Anderung bewirkt der Parameter d?
5) Wie miissen die vier Parameter eingestellt werden, um die allgemeine Sinusfunktion, also

sin X, zu erhalten?

a=14
-
b=-3,51 1 .
* | asin(bx+c)+d
c=221
. 1 1,4sin(—3,51x+2,21)-0,8
d=-0,8 1

AYAVAVATAVAYAVAVAVAVATATAYAYAY

Abbildung 53: Parameter der Sinusfunktion

% Diese vom Verfasser erstellte Vorlage findet sich online unter: www.ggbm.at/pZCwdUPS.
120 Lineare und einfache nichtlineare Funktionen sollen laut Lehrplan in der 5. Klasse behandelt werden, vgl.
Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4.
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In der anschlieenden Erkldrung durch die Lehrperson wird nun Schritt fiir Schritt erldutert, wie
jeder einzelne der Parameter a, b, ¢, d den Graphen der Sinusfunktion verdndert: Die Schwing-
ungsweite (auch Amplitude genannt) wird durch a verdndert. Dieser Wert bestimmt, wie weit
Hoch- und Tiefstellen vertikal voneinander entfernt sind bzw. wie stark die Funktion in vertikaler
Richtung gedehnt oder gestaucht wird. Eine Anderung von b hat eine Anderung der Perioden-
linge zur Folge. Die Periodenlénge ergibt sich aus dem Quotienten von 2n und b. Weiters ldsst
sich feststellen, dass b die Funktion in horizontaler Richtung dehnt oder staucht. Der dritte Para-
meter ¢ kann eine Phasenverschiebung herbeifiihren, demnach verschiebt ¢ die Funktion in hori-
zontaler Richtung, also auf der x-Achse. Eine Verdnderung von d hat schlieBlich eine Verschie-
bung auf der y-Achse, also in vertikaler Richtung, zur Folge. Um die allgemeine Sinusfunk-
tionen zu erhalten, miissen a und b auf Eins und ¢ und d auf Null eingestellt werden. Dies sind

dann auch schon die zentralen Inhalte, die in den Heften festgehalten werden sollen.

Ubungsbeispiel:

Bsp. 10) Gegeben ist der Graph einer reellen Funktion f. Kreuze an, zu welcher der

folgenden Termdarstellungen der Graph passt.'*!
4 f(x

AL
s

f(x) = 3-sin(2x) O

(=]

f(x) = 2-cos(3x) O

f(x) = 0,5-sin(3x) O

f(x) = 2-sin(3x) O

f(x) = 3-cos(0,5x) | O

f(x) = 3-sin(0,5x) | O

12! Beispiel einschlieBlich Abbildung vgl. MaLLE, Giinther: Mathematik verstehen. Maturatraining, S. 53.
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Lsg. 10) Die korrekte Antwort lautet: f(x) = 2 sin(3x). Die Funktion sin x besitzt eine
Amplitude gleich Eins; um auf eine Amplitude gleich Zwei zu kommen,
muss der Parameter a demnach Zwei sein. Im Bereich [0, 2x] gibt es bei f(x)

drei volle Schwingungen, weshalb der zweite Parameter Drei sein muss.

6.3.3 Verschiebung des Kosinus gegeniiber dem Sinus

Die Abbildung 52 zeigt, dass sich die Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion sehr dhneln.
Moglicherweise sind in den vorangegangenen Unterrichtseinheiten auch die Schiilerinnen und
Schiiler bereits auf die Idee gekommen, dass die Kosinusfunktion einer verschobenen Sinus-
funktion entspricht und umgekehrt. Im Inhaltsbereich Funktionale Abhdngigkeiten der Zentral-
matura steht bei FA 6.5 explizit, dass die Lernenden wissen sollen, dass cos x = sin(x + "/5) gilt.'**
Im Lehrstoff der 6. Klasse steht es weniger deutlich, doch konnte dieser Stoffbereich unter ,,.Be-

ziehungen zwischen Funktionen‘'*

eingeordnet werden. Um die Beziehung zwischen Sinus und
Kosinus zu beweisen, braucht es die Additionstheoreme, welche die Schiilerinnen und Schiiler
zur vollstdndigen Erfassung dieses Themas bereits kennen sollten. Zugang zu einem Computer,
um eine dhnliche Vorlage aufzurufen wie jene, die bei der Besprechung der Parameter der Sinus-
funktion verwendet wurde, ist von Vorteil.'** Ein Ausschnitt der Vorlage ist in Abbildung 54 dar-
gestellt. Die den Schiilerinnen und Schiilern erteilte Aufgabe besteht darin, die Parameter der

Sinusfunktion so zu veridndern, dass diese mdglichst deckungsgleich mit der dargestellten Ko-

sinusfunktion ist.

a=2,5
-
b=041
Q .
om23 asin(bx+c)+d
* 2,5sin(0,41x+2,3)—0,8
d=-0,8

COS X

T ™ \

—élln —I21t 0 \_/ 2I7r 4I1t

Abbildung 54: Verschiebung zwischen Sinus und Kosinus

12 Vgl. SiLLEr, Hans-Stefan (u.a.): Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik, S. 12.
'3 Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4.
124 Diese vom Verfasser erstellte Vorlage findet sich online unter: www.ggbm.at/SXR9sqr8.
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Die sehr gute Approximation wird in dieser Aufgabe bei a und b gleich Eins, d gleich Null und ¢
gleich 1,57 erhalten. Dass bei diesen Werten die beiden Funktionen noch nicht exakt iibereinan-
derliegen erkennt man nur, wenn man sehr nahe in die Darstellung zoomt. Der Wert fiir ¢ ist
natiirlich nicht korrekt, die Schiilerinnen und Schiiler brauchen noch die Information, dass der
genaue Wert "/, entspricht. Als Nichstes ist es Aufgabe der Lernenden, folgende Vermutung mit

Hilfe der Additionstheoreme eigenstindig zu beweisen:

. T
sm(x+ E) = COSX

Musterlosung:

2 2 2

T Additionstheoreme T T *)
sin| X+ — = Sin X oS —+ cos Xsin — = cos X

(*) cos§:O , sin§:1

Zu diesem kurzen Thema gibt es nur wenig fiir Schiilerinnen und Schiiler zu notieren. Wichtig ist
jedoch, dass die Lernenden fortan wissen, dass gilt: cos x = sin(x + /,). Zudem ist es nicht von

Nachteil, den zugehorigen, in diesem Fall recht kurzen Beweis, in den Mitschriften festzuhalten.

Ubungsbeispiel:
Bsp. 11) Gegeben ist die Kosinusfunktion f:

f(x) = 2«cos(x—g)

Schreibe die Funktion f als Sinusfunktion an.'*

Lsg. 11) 2-cos x—L _:( 2)2~sin x—Zl+ Xl = 2.5inx
2 2] 2

6.3.4 Symmetrieeigenschaften

Die Symmetrieeigenschaften von Funktionen im Unterricht zu behandeln, wird vom Lehrplan
vorgegeben.'*® Dafiir brauchen die Schiilerinnen und Schiiler wiederum die Additionstheoreme,
technische Unterstiitzung ist nicht erforderlich. Die Lernenden sollen erfahren, dass die Sinus-
und auch die Kosinusfunktion als symmetrische Funktionen bezeichnet werden. Genauer noch

gilt die Sinusfunktion als punktsymmetrisch (mit dem Koordinatenursprung als Symmetriezen-

12 Beispiel vgl. MaLLE, Giinther: Mathematik verstehen. Maturatraining, S. 54.
126 Vgl. Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 4.
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trum) und die Kosinusfunktion als achsen- oder spiegelsymmetrisch zur y-Achse. Fiir die Sinus-
funktion bedeutet dies, dass sie im Koordinatenursprung um 180° gedreht werden kann und
dadurch wieder die gleiche Sinusfunktion entsteht, kurz:

sin(—x) = —sin x

Fiir die Kosinusfunktion bedeutet dies, dass sie um die y-Achse gespiegelt werden kann und
dabei wieder die gleiche Kosinusfunktion entsteht, kurz:

cos(—X) = cos X

Zu beachten ist dabei, dass dies nur jeweils fiir die allgemeine Sinus- sowie die allgemeine
Kosinusfunktion gilt. Werden die Parameter gedndert, so konnen diese Eigenschaften dabei
verloren gehen. Die Beweise zu diesen beiden Eigenschaften sind recht einfach zu erbringen. Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen sich auch dieses Mal alleine oder in Zweiergruppen daran
versuchen und wiederum mit Hilfe der Additionstheoreme zur Losung gelangen. Zudem sollen
sie sich liberlegen, welcher bzw. welche Parameter gedndert werden miissen, damit die Sym-

metrieeigenschaften nicht mehr vorhanden sind.

Musterlosung:
Additionstheoreme
.« . : : O
sin(—x) = sin(0—x) =  sinOcosx—cos0sinx = —sinx
Additionstheoreme
. . . (*)
cos(—x) = cos(0—x) = cos(0cosx+ sin0sinx = cosx

(*) sin0=0 , cos0=1
Eine Verschiebung auf der x-Achse zerstort die Symmetrieeigenschaften. Dies wird

durch eine Anderung des Parameters c erreicht.

Wie in Abschnitt 5.3 zur Unterrichtsplanung der 5. Klasse angekiindigt, sollen auch folgende

zwei Eigenschaften hier bewiesen werden:
1) sin(180°—x) = sinx

2) cos(180°—x) = —cosx

Die Beweise dazu lassen sich wiederum recht unkompliziert erbringen, erneut kommen die

Additionstheoreme zum Finsatz:

Additionstheoreme (*)

1) sin(180°—x) = sin 180° cosx —cos 180°sin x = sin x

Additionstheoreme "

2) cos(180°—x) = cos 180° cos x + sin 180°sinx = —cos x

(*) sin180°=0 , cos 180°=—1
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Auch wenn sich die Schiilerinnen und Schiiler diese Informationen bereits in der 5. Klasse in

ihre Hefte geschrieben haben, so schadet es nicht, wenn sie erneut in ihrer Mitschrift festhalten:

« sin(—x) = —sinx
« cos(—x) = cosx
« sin(180°—x) = sinx bzw. sin(n—x) = sinx

« cos(180°—x) = —cosx bzw. cos(m—x) = —cosx

Die Beweise dazu kdnnen zusétzlich notiert oder als Kopien ausgegeben werden.

6.3.5 Extremstellen und Monotonieverhalten

Extremstellen und das Monotonieverhalten kommen laut Lehrplan erst in der 6. Klasse vor, die
Schiilerinnen und Schiiler besitzen daher unter Umstinden zu den Begriffen ,,Extremstelle®,
,Hochstelle/Hochpunkt®, , Tiefstelle/Tiefpunkt™ oder ,,Monotonie* noch keine passenden Vor-
stellungen. Diese Begrifflichkeiten sollten im Zusammenhang mit Polynomfunktionen und
jedenfalls vor der Beschiftigung mit den Winkelfunktionen erortert werden. Daher wird im

Folgenden davon ausgegangen, dass die Lernenden mit den verwendeten Begriffen vertraut sind.

Diese Thematik 1dsst sich im Unterricht auch ohne direkten Computerzugang fiir jede Schiilerin,
jeden Schiiler gut bearbeiten. In Abschnitt 6.2 hatten die Lernenden eine Aufgabenstellung zu
bearbeiten, in der die Graphen von Sinus und Kosinus im Bereich von 0 bis 2m zu zeichnen
waren. Daher haben sie in ihren Heften eine der Abbildung 49 (S. 76) dhnlichen Darstellung
dieser beiden Winkelfunktionen. Bei den folgenden Uberlegungen kann auf diese Darstellung

zurlickgegriffen werden.

Man betrachte zuerst die Graphen von Sinus und Kosinus im Bereich [0, 2n] und dazu deren
Definition am Einheitskreis. Der Sinus entspricht jeweils immer dem Abstand von der x-Achse
zu einem Punkt auf dem Einheitskreis und der Kosinus dem Abstand von der y-Achse zu einem
Punkt auf dem Einheitskreis. Daher konnen beide Werte niemals grof3er als 1 oder kleiner als -1

werden. Wo diese Werte im Intervall [0, 2] angenommen werden, ist bereits bekannt, ndmlich:

-1

.13
sing =1 sm(jn)

cos0 =1 cosm = —1
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Weil diese beiden Funktionen 2m-periodisch sind, wiederholen sich diese Extremstellen. Somit
gibt es beliebig viele solcher Extremstellen, genauer gesagt besitzt

die Sinusfunktion Hochstellen bei x = %+ 2 -k und Tiefstellen bei x :,g+ 2n-k mitkeZ.

die Kosinusfunktion Hochstellen bei x=2n-k und Tiefstellenbei x=n+ 2n-k mitkeZ.

Mit Kenntnis der Extremstellen ldsst sich das Monotonieverhalten recht einfach beschreiben:
Zwischen einer Hoch- und einer Tiefstelle verlaufen die Funktionen streng monoton fallend,

zwischen einer Tief- und einer Hochstelle streng monoton wachsend. Daher gilt:
* die Sinusfunktion verlauft monoton wachsend fiir
[—Z+2nk , I+ 2nK] kez
und monoton fallend fur

[%+ 2k, T+ 275'1(] keZ

* die Kosinusfunktion verlduft monoton wachsend fir
2n-k , m+ 2n-k] keZ
und monoton fallend fur

[n+ 2n-k , 2n+ 2n-k| keZ

Obiges Vorgehen zur Bestimmung von Extremstellen und Monotonieintervallen wurde bewusst
eher heuristisch gestaltet. Die Berechnung der Extremstellen, wie in Abschnitt 2.1.3 durchge-
fiihrt, wiirde Kenntnisse {iber Ableitungen erfordern, die Differentialrechnung ist jedoch erst in
der 7. Klasse vorgesehen.'”” Nach der Besprechung dieses Themas sollen die Schiilerinnen und

Schiiler jedenfalls in ihren Heften stehen haben, dass:

die Sinusfunktion Hochstellen bei x = %+ 2 -k und Tiefstellen bei x =—g+ 2n-k mitkeZ

und

die Kosinusfunktion Hochstellen bei x=2n-k und Tiefstellenbei x=n+ 2n-k mitkeZ

besitzt.

Daneben sollen noch die oben beschriebenen Monotonieintervalle eingefiigt werden.

127 Vgl. Lehrplan der AHS-Oberstufe fiir Mathematik, S. 5.
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6.4 Der Tangens

In den bisherigen Ausfiihrungen zur Unterrichtsplanung fiir die 6. Klasse wurde die Tangens-
funktion noch nicht erwéhnt, diese wird nun im Folgenden besprochen. Der Tangens wird in
diesem Kapitel jedoch weniger detailliert als vielmehr tiberblicksmafBig bearbeitet. Das liegt vor
allem daran, dass die Sinusfunktion eine weit groflere Rolle in Anwendungssituationen spielt,
was sich in den noch folgenden Aufgabenstellungen deutlich zeigen wird. Auflerdem wird dem
Tangens sowohl im Lehrplan als auch bei der Zentralmatura eine weniger gro3e Rolle beige-
messen. Er zeichnet sich jedoch gegeniiber Sinus und Kosinus durch einige Besonderheiten aus,
die den Schiilerinnen und Schiilern vermittelt werden sollten: Sein Graph unterscheidet sich
beispielsweise sehr stark von den anderen beiden, wie die Abbildung 15 (S. 18) zeigt. Diese
Abbildung wird den Lernenden iiber den Beamer im Klassenzimmer gezeigt, abgesehen von der

Lehrperson braucht also niemand einen Computer.

Der Definitionsbereich der Tangensfunktion umfasst nicht die gesamten reellen Zahlen, wie die
senkrechten Asymptoten erahnen lassen. In den Forschungsaufgaben zu Abschnitt 5.3 wurde
schon gezeigt, dass der Tangens von 90° nicht existieren kann, denn:

tan 90° Def.des Tangens sin 90° _ 1

cos90° 0

Dariiber hinaus ist die Division durch Null nicht erlaubt. Weiters verfligt der Tangens {iber keine
Extremstellen und ist auf dem gesamten Definitionsbereich streng monoton wachsend. Neben
einer Darstellung der Tangensfunktion sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler noch Folgendes

notieren:

Der Tangens besitzt senkrechte Asymptoten an den Stellen:
x = -2+ 1k mitkeZ
Daher ist diese Funktionen an diesen Stellen nicht definiert. Weiters verfiigt der

Tangens iiber keine Extremstellen und ist auf dem gesamten Definitionsbereich

streng monoton wachsend.

6.5 Die Umkehrfunktionen

Obwohl die Arkusfunktionen bereits durch das Eintippen in den Taschenrechner indirekt zur
Anwendung kamen, wurde den Schiilerinnen und Schiilern noch nichts Naheres iiber deren

Bedeutung erklédrt. Dieser Umstand und die Tatsache, dass die Beschiftigung mit Umkehr-
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funktionen im Lehrplan verankert ist, dient zur Begriindung der Bearbeitung des folgenden
Themas. Auch hier ist es ausreichend, wenn die Lehrperson iiber einen Computerarbeitsplatz

verfligt, um die entsprechenden Funktionen den Lernenden mittels Beamer-Projektion zu zeigen.

Um zu einer gegebenen Funktion eine Umkehrfunktion definieren zu konnen, muss die betrach-
tete Funktion bijektiv sein. Die Lernenden werden mit dem Begriff ,bijektiv vermutlich wenig
anfangen konnen, weil Bijektionen laut Lehrplan fiir den Schulunterricht an einer AHS nicht vor-
gesehen sind. Es ist aber moglich, eine intuitive Begriindung fiir die Einschrankung der Defini-
tionsbereiche von Sinus, Kosinus und Tangens zu finden. Wird die Sinusfunktion auf den reellen
Zahlen betrachtet und soll der Winkel zu einem bestimmten Funktionswert eruiert werden, so
stofit man auf folgendes Problem: Wie in Abbildung 55 dargestellt, gibt es zu einem Funktions-

wert y mehrere, ja sogar beliebig viele Winkel a, welche die Gleichung y = sin a erfiillen.

(=5.39,0.78) (—4.03,0.78) (| (089,0.78) (225,078) (7.17,0.78) _ (8.54,0.78)

N
A R

-1

Abbildung 55: zur Einschrinkung des Definitionsbereiches der Sinusfunktion

Wie zu sehen ist, gilt fiir alle dargestellten Winkel o = -5,39 bis a = 8,54, dass sin a = 0,78. Wenn
der Taschenrechner genutzt wird, um aus sin a = 0,78 den Winkel a zu berechnen, so erhdlt man
jedoch (abhédngig vom jeweiligen Taschenrechner) nur 0,89 als Ergebnis. Das liegt daran, dass
der Taschenrechner die Sinusfunktion nur im Bereich [-"/,, ™/»] zuldsst. Diese Einschrinkung
ermdglicht es, dass zu jedem Funktionswert genau ein urspriingliches Argument angegeben
werden kann. Fiir den Kosinus und den Tangens braucht es dhnliche Einschrinkungen, beim
Kosinus auf das Intervall [0, n] und beim Tangens auf ]-"/,, /[. Eine Darstellung dieser

eingeschriankten Funktionen findet sich in Abbildung 56:
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Abbildung 56: eingeschriankte Winkelfunktionen

Werden diese eingeschriankten Funktionen um die Gerade y = x gespiegelt, so entstehen neue,

und zwar die sogenannten Arkusfunktionen. Diese sind in Abbildung 16 (S. 19) dargestellt.

Diese Arkusfunktionen hingen mit den Winkelfunktionen auf besondere Weise zusammen: Fiir
einen gegebenen Winkel a mit sin o = a, kann mit arcsin a wiederum a berechnet werden. Die
Arkusfunktionen entsprechen also genau dem, was am Taschenrechner etwas unpriizise mit sin™,

cos™ und tan! bezeichnet wird.

Es ist wichtig, an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass durch die Einschrankungen bei den
Winkelfunktionen mdoglicherweise falsche Ergebnisse zustande kommen konnen. Werden etwa
entsprechend dem Kontext Winkel gesucht, die aulerhalb der eingeschrankten Definitionsbe-
reiche liegen, wird der Taschenrechner dennoch nur ein Ergebnis liefern, das innerhalb des je-
weiligen Intervalls liegt. Hier liegt es in der Verantwortung der rechnenden Person, das Ergebnis
auf Plausibilitit zu priifen. Gegebenenfalls muss zum Ergebnis ein ganzzahliges Vielfaches von
21 bzw. 360° addiert werden, um ein sinnvolles Endresultat zu erzielen. Im Anschluss an die

Unterrichtseinheit soll zumindest Folgendes in den Schulheften notiert sein:

Um zu einer der Winkelfunktionen eine entsprechende Umkehrfunktion finden zu
konnen, bedarf es einer Einschrinkung der Winkelfunktionen, denn ansonsten kann

kein eindeutiges Ergebnis erzielt werden. Es braucht die Einschriankung des

* Sinusauf dasIntervall [—%%]



91

Werden diese eingeschriankten Funktionen um die Gerade y = x gespiegelt, so ent-
stehen neue, und zwar die sogenannten Arkusfunktionen. Dabei handelt es sich um

die entsprechenden Umkehrfunktionen. Sie werden geschrieben als:

*  Arkussinus (arcsin oder sin™)
*  Arkuskosinus (arccos oder cos™)

* Arkustangens (arctan oder tan™)

Wegen dieser Einschrinkungen kdnnen beim Berechnen von Winkeln mit den
Umkehrfunktionen nur Ergebnisse vorkommen, die im eingeschriankten Intervall
liegen. In manchen Rechenbeispielen kann es daher notwendig sein, zum erhaltenen

Ergebnis ein ganzzahliges Vielfaches von 2n bzw. 360° zu addieren.

An den entsprechenden Stellen sollen noch Darstellungen eingefiigt werden, die an die Abbil-

dungen 56 und 16 angelehnt sind.

6.6 Weitere Anwendungsbeispiele

Bsp. 12) Réuber-Beute-Modell

Abbildung 34 (S. 36) zeigt die Verldaufe der Populationsgro3en von Schnee-
schuhhasen und Luchsen zwischen 1855 und 1930. Es konnen beide Verlaufe

ndherungsweise durch Sinuskurven dargestellt werden.

a) Wie konnen die Parameter a und b gewéhlt werden, wenn diese Ver-
laufe durch je eine Sinuskurve der Form a sin(bx + ¢) + d darzustel-
len sind?

Hinweis: Ist die Periodenldnge T bekannt, so ergibt sich b aus:

b= 21

T

Hasen: h(x):a=....... b=......
Luchse: I(x):a=....... b=......

b) Nimm fiir ¢ und d folgende Werte an und zeichne die Funktionen in

GeoGebra. Stelle das Verhéltnis der x-Achse zur y-Achse auf 2:1 ein.

Hasen: ¢=—0,5t d=50
Luchse: ¢c=1,17 d=35



Suche eine Erkldrung dafiir, weshalb die Funktion der Luchse gegen-

uber der Funktion der Hasen nach rechts verschoben ist.
Warum mochte jemand ein solches Modell erstellen?

Kann ein Graph zur Weltbevilkerung ebenfalls durch eine Sinus-

kurve angendhert werden?

Lsg. 12) Fiir diese Aufgabe miissen die Schiilerinnen und Schiiler iiber grundlegende

Kenntnisse im Umgang mit GeoGebra verfiigen. Die Parameter ¢ und d

werden vorgegeben, das Beispiel wire ansonsten zu umfangreich.

a)

b)

d)

Diese Werte konnen nur geschitzt werden. Eine Moglichkeit sind

folgende Werte:
Hasen: h(x): a=30 b=0,2
Luchse: 1(x): a=25 b=0,2

Als Musterlosung kann hier die Abbildung 35 (S. 37) dienen. Die
Funktionen haben hierbei folgende Parameter:

h(x) = 30-sin(0,2m-x—0,57)+ 50

1(x) = 25-sin(0,2n-x—1,17)+ 35

Die Phasenverschiebung ergibt sich aus jener Zeit, die verstreicht,
bevor sich die Luchspopulation auf die Vermehrung bzw. Vermin-

derung des Nahrungsangebotes einstellen kann.

Es gibt Personen (z.B. Populationsdkologen), die einen solchen Tier-
bestand liberwachen. Diese mochten beispielsweise wissen, ob ein
Ansteigen des Bestandes auf einen bestimmten Wert noch innerhalb
des zu erwartenden (sinusformigen) Verlaufs liegt oder ob eine Ver-

anderung im okologischen System vorliegen konnte.

Nein. Die in vielen Statistiken festgehaltenen Bevolkerungsdaten

lassen sich besser durch exponentielle Funktionen beschreiben.
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Bsp. 13) Schweinezyklus

In einer Abhandlung zur Entwicklung der Schweinepreise in Deutschland fiir
die Jahre 1896 bis 1914 wird der Preisentwicklung fiir Schweinefleisch eine
Sinuskurve zugrunde gelegt.'”® Eine graphische Darstellung dieser Preise

ergibt folgendes Bild:

&1
7 |

DIE KONJUNKTURBEWEGUNG pEnr SCHWEINEPREISE JULI1836-JUNI1914

Die Schweinepreise in vH des Trends, von Saisonschwankungen bereiniy!

—100

Abbildung 57: Schweinepreisentwicklung 1896-1914'%

Die Anndherung durch eine Sinuskurve wurde hier bereits in roter Farbe
eingezeichnet. Ein Durchschnittspreis wurde mit 100% angegeben. Uber die
Jahre schwankt der Preis um mehrere Prozentpunkte um diesen Durch-
schnitt. Um auf diese Darstellung zu kommen, wurden die Preise um den
Aufwirtstrend (die Preise steigen im Laufe der Jahre generell an) und um
saisonale Schwankungen (die Preise schwanken innerhalb eines Jahres)

bereinigt. Beantworte folgende Fragen und begriinde deine Antworten:

a) Warum mochte jemand einen solchen Schweinezyklus bestimmen?

b) Wie kann ein solcher Zyklus entstehen?

c) Wie lange dauert ein Schweinezyklus in etwa?

d) Wie hoch sind die durchschnittlichen Preisschwankungen?

e) Diese Untersuchung stammt aus dem Jahr 1928, die Preise sind sogar

noch &lter. Kann so etwas heute noch von Bedeutung sein?

128 Vgl. Hanau, Arthur: Die Prognose der Schweinepreise.
129 Hanau, Arthur: Die Prognose der Schweinepreise, S. 15. Die rote Sinuskurve ist im Original nicht vorhanden.



Lsg. 13) Zu den Fragen b und e kann den Schiilerinnen und Schiilern auch der Artikel

,,Die Mutter aller Schweinezyklen‘'*

zur Verfiigung gestellt werden. Darin
werden Griinde fiir den Nachfrageeinbruch (Schweinegrippe), wie auch fiir

den Preisanstieg (Angebotssenkung, saisonale Griinde) geliefert.

a) Es kann damit eine Vorhersage iiber die kiinftigen Preise getroffen
werden, um dann die Produktion der voraussichtlichen Preisentwicklung

anzupassen.

b) Der Zyklus wird von Angebot und Nachfrage bestimmt. Wenn es eine
grofBe Nachfrage gibt, so werden die Preise steigen. Die steigenden
Preise und das Bestreben der Menschen nach hohem Profit fithren dazu,
dass mehr produziert wird. Wird mehr produziert, so kann die Nach-
frage gestillt werden. Um trotzdem noch verkaufen zu kdnnen, miissen
die Héindler die Preise senken. Niedrige Preise wiederum lassen die
Erzeuger die Produktion zuriickfahren, was erneut ein geringeres Ange-

bot und in weiterer Folge eine steigende Nachfrage zur Folge hat.
c) Es kann eine Zyklusldnge von ca. 3,5 Jahren herausgelesen werden.
d) Die Sinuskurve schwankt um den Mittelwert um ca. 15 Prozentpunkte.

e) Die konkreten Werte werden aus heutiger Sicht mit Sicherheit {iberholt
sein, das Modell dazu ist jedoch noch aktuell. Beispiele fiir die
Aktualitit sind der oben zitierte Artikel aus 2010 von Ralf Drescher und

“13I yon Horst Wildemann aus

auch die Kolumne ,,Der Schweinezyklus
dem Jahr 2008. In Letzterem wird angesprochen, dass dieser Zyklus
auch auf andere Bereiche der Wirtschaft umgemiinzt werden kann. Gibt
es beispielsweise in einem Berufszweig zu viele geeignete Kandidaten,
so sind die Jobaussichten fiir den Einzelnen nicht sehr gut. Als Folge
werden in Zukunft weniger Personen diesen Beruf ergreifen. Das wie-

derum fiihrt dazu, dass es in einigen Jahren zu einem entsprechenden

Fachkriftemangel kommen kann.

130 DrescuEr, Ralf: Die Mutter aller Schweinezyklen, online abgerufen am 11. 02. 2018 unter: www.handelsblat-
t.com/finanzen/maerkte/devisen-rohstoffe/rohstoffe-die-mutter-aller-schweinezyklen/3514142 . html.

BWiLpemann, Horst: Der Schweinezyklus, online abgerufen am 11. 02. 2018 unter: www.manager-
magazin.de/unternehmen/artikel/a-572296.html.
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7 Schlussbetrachtung

Im Zuge der in der vorliegenden Arbeit konzipierten Unterrichtsplanung wurde bereits
angegeben, welche inhaltlichen Forderungen des Lehrplans oder fiir die Zentralmatura durch die
gewdhlten Themenbereiche erfiillt werden. Im Folgenden wird noch erldutert, in welcher Weise
die vorgestellte Unterrichtsplanung mit dem Allgemeinbildungskonzept von Werner Heymann
aus Kapitel 3 in Einklang steht und wie sie den didaktischen Grundsitzen des Lehrplans ent-

spricht, welche in Abschnitt 4.1.3 vorgestellt wurden.

Gemill Heymanns Auffassung nach einer Lebensvorbereitung im engeren Sinn ist dies Aufgabe
der Volksschule, der AHS-Unterstufe sowie der Neuen Mittelschule. Demnach fillt der AHS-
Oberstufe die Rolle zu, sich verstirkt um die Lebensvorbereitung im weiteren Sinn zu kiimmern.
So wird etwa der Umgang mit Medien und Informationsspeichersystemen, der Teil einer Lebens-
vorbereitung im weiteren Sinn ist, im Unterricht mittels der Ubungsbeispiele 8 (Abschnitt 5.4)
und 9 (Abschnitt 6.1) trainiert. Darin sind die Schiilerinnen und Schiiler angehalten, Informa-

tionen aus dem Internet zu beziehen und deren Seriositit kritisch zu hinterfragen.

Dartiber hinaus soll laut die Stiftung kultureller Koharenz iiber das Kennenlernen zentraler Ideen
erfolgen, da eben diese Ideen den Briickenschlag zu anderen Teilen einer Kultur sowie deren
Vernetzung ermoglichen. Fiir die Trigonometrie ist dabei die Idee des Messens von zentraler
Bedeutung, ist ihr Kern doch das Bestimmen fehlender GroBen eines Dreiecks. In den vorgestell-
ten Beispielen wurden so unter anderem Baumhohen, Turmhohen sowie die Lénge einer Rampe
gemessen. Durch das Messen konnen in weiterer Folge Lagebeziehungen angegeben werden,
wodurch sich zeigt, dass auch die Idee der rdumlichen Strukturierung der Trigonometrie inne-
wohnt. Dies zeigt sich in den Unterkapiteln 5.4 und 5.5 zu den Polar- und den Kugelkoordinaten.
Nicht zuletzt ist es die Idee des mathematischen Modellierens, die sich in Aufgaben zur Trigono-
metrie wiederfindet. Sehr viele Modelle greifen auf die Sinusfunktion zuriick, die Beispiele 12

und 13 aus Abschnitt 6.6 verdeutlichen dies.

Die von Heymann angesprochene Weltorientierung meint, dass sich die Unterrichtsinhalte auf
die Lebenswelt der Lernenden beziehen sollen. Dies ldsst sich am einfachsten durch entsprech-
end gewihlte Ubungsaufgaben bewerkstelligen. Auf dem Gebiet der Trigonometrie bieten sich
etwa Beispiele aus dem Vermessungswesen an, um dieser Forderung nachzukommen, man
vergleiche dazu die Beispiele 4 und 5 (Abschnitt 5.1 bzw. 5.2) dieser Arbeit. Dem Anspruch nach
Weltorientierung wurde aber auch noch anderweitig Rechnung getragen: So erfolgt in Beispiel 8

(Abschnitt 5.4) die Auseinandersetzung mit verschiedenen Formen logarithmischer Spiralen, in
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Beispiel 9 (Abschnitt 6.1) ist es die Aufgabe der Schiilerinnen und Schiiler herauszufinden, auf
welche Weise Winkel gemessen werden, die Aufgaben 12 und 13 (Abschnitt 6.6) stehen beispiel-

haft fiir mathematische Inhalte, mit denen Umwelterscheinungen beschrieben werden kénnen.

Heymanns Forderung eines kritischen Vernunftgebrauchs lésst sich nicht so einfach anhand von
Ubungsbeispielen nachkommen. Anregungen zum kritischen Hinterfragen kénnen jedoch in den
Unterricht eingebaut werden, die Schiilerinnen und Schiiler sollen 6fters ermuntert werden, die
Giiltigkeit der ihnen vorgelegten Informationen anzuzweifeln. So sind etwa Lernende in den fiir
Abschnitt 5.2 gewéhlten Beispielen gefordert die Funktionswerte der Winkelfunktionen fiir
Winkel zu berechnen, fiir welche die entsprechenden Funktionen zu diesem Zeitpunkt noch nicht
definiert sind. Wiinschenswert wire es, wenn es dabei zu einem Aufschrei von Seite der Schiiler-
innen und Schiiler kommt, denn die Lehrperson verlangt hier etwas, das aus Sicht der Lernenden
als mathematisch nicht korrekt erkannt werden sollte. Grundvoraussetzung fiir das Zustande-
kommen eines solchen Aufschreis ist natiirlich, dass die zugrunde liegende Definition bekannt ist

und verstanden wurde.

Fiir die von Heymann erwiinschte Einiibung in Verstdindigung und Kooperation ist es wichtig,
dass sich die Schiilerinnen und Schiiler untereinander, und nicht ausschlieBlich mit der Lehr-
person, iiber die Unterrichtsinhalte austauschen. Mehrere Ubungsaufgaben wurden deshalb so
konzipiert, dass sie am besten in Zweier- oder Dreiergruppen bearbeitet werden konnen. Die

Lernenden miissen sich so untereinander auf eine gemeinsame Ldsung einigen.

Um schlieBlich die von Heymann angefiihrte Stirkung des Schiiler-Ichs zu erreichen, sollen die
Schiilerinnen und Schiiler dazu ermuntert werden, sich mit eigenen Ideen und Vorschldgen in den
Unterricht einzubringen. Zwangslaufig wird es vorkommen, dass Lernende Losungsvorschlige
prasentieren, die aus mathematischer Sicht falsch sind. Durch einen respektvollen, wertschitz-
enden Umgang mit derartigen, fehlerhaften, darum aber keinesfalls unkonstruktiven Unterrichts-
beitrdgen, sollen Schiilerinnen und Schiiler lernen, dass es eben auch vollkommen in Ordnung
ist, Fehler zu machen. Aufgaben wie jene zum Réuber-Beute-Modell aus Abschnitt 6.6 konnen
hier einen Beitrag leisten. In besagtem Beispiel gibt es keine definitiv richtigen Werte fiir die zu

wiahlenden Parameter der Sinusfunktion.

Im Abschnitt 4.1.3 wurden einige im Lehrplan verankerte Grundsitze vorgestellt, die bei der
Unterrichtsplanung berticksichtigt werden sollen. So wird unter anderem ein Lernen in anwen-
dungsorientierten Kontexten gefordert. Dies bedeutet, dass den Schiilerinnen und Schiilern an-

wendungsorientierte Ubungsaufgaben gestellt und ficheriibergreifende Unterrichtseinheiten in
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den Schulalltag integriert werden sollen. Anwendungsorientierte Beispiele finden sich, wie oben
im Abschnitt zur Weltorientierung beschrieben, in dieser Arbeit. Eine Planung facheriiber-
greifender Unterrichtseinheiten wurde in der vorliegenden Arbeit nicht berticksichtigt, braucht es

dazu doch immerhin mindestens zwei Lehrer mit verschiedenen Fachrichtungen.

Als einer der didaktischen Grundséitze wird im Lehrplan der AHS-Oberstufe gefordert (siche
auch Abschnitt 4.1.3), dass die Schiilerinnen und Schiiler in Phasen lernen und nicht mit einer
Flut an Informationen iiberfordert werden sollen. Dieser Umstand wurde bei der Planung der
Unterrichtseinheiten in dieser Arbeit beriicksichtigt. Beispielhaft ist hierflir die Erarbeitung der
Extremstellen von Sinus und Kosinus in Abschnitt 6.3.5: Da die Schiilerinnen und Schiiler einer
2. Klasse der AHS-Oberstufe zumeist keinerlei Kenntnis der Differentialrechnung besitzen, muss
die Erarbeitung der Extremstellen auf heuristische Weise erfolgen. In der 3. Klasse der Oberstufe

werden die Extremstellen dann formal korrekt mittels Ableitungen berechnet.

Mit der ebenfalls in den didaktischen Grundséitzen angefiihrten Forderung des Lermens im
sozialen Umfeld ist gemeint, dass im Unterricht verschiedene Sozialformen zur Anwendung
kommen sollen. So lassen sich einige Teile der vorgestellten Unterrichtsplanung den Lernenden
am effektivsten in Form eines Frontalunterrichts vermitteln, daneben wurden aber auch mehrere
Themen und Arbeitsauftrige vorgestellt, welche in Zweier- oder Dreiergruppen zu bearbeiten

sind (siehe dazu die Ubungsbeispiele zu Kapitel 5.3).

In den Ubungsbeispielen 8 (Abschnitt 5.4) und 9 (Abschnitt 6.1) wird von den Lernenden
verlangt, dass sie sich Informationen aus dem Internet beschaffen. Im Sinne eines Lernen mit
medialer Unterstiitzung werden hier also andere Wissensquellen als die Lehrperson oder das
Schulbuch zu Rate gezogen. Es kann hier auch auf Informationen aus Biichern, Zeitschriften und
dhnlichen Medien zurlickgegriffen werden. Das Internet ist, bedingt durch seine stete Verfiig-

barkeit, mit Sicherheit aber die erste Wahl.

Ebenso wie das Internet sind auch Computer heutzutage beinahe immer und iiberall verfligbar.
Daher wurden auch einige der Aufgaben so gestaltet, dass sie mit einem Computer zu bearbeiten
sind. Der Einsatz neuer Technologien wird aber nicht nur im Lehrplan gefordert, er bietet auch
neue Moglichkeiten der Darstellung von mathematischen Inhalten, wie aus den zahlreichen mit

GeoGebra erstellten Abbildungen hervorgeht.

Es konnte somit gezeigt werden, dass es moglich ist, eine Unterrichtsplanung zu erstellen, die
sehr viele, wenn auch nicht alle, der in den Abschnitten 3 und 4 vorgestellten Forderungen

beriicksichtigt. Dass nicht auf alle Teile des Allgemeinbildungskonzepts von Heymann und auf
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samtliche didaktische Grundsitze aus dem Lehrplan in der Planung eingegangen wurde, stellt
ebenso kein Versdumnis dar, es wére vielmehr bedenklich, wenn tatséchlich all die genannten
Anforderungen im Verlauf des Unterrichts zur Trigonometrie behandelt werden miissten. Der
Lehrplan bezieht sich in seinen Forderungen zudem auf die gesamte Oberstufe der AHS und
Heymanns Konzeption schlieit sogar den gesamten schulischen Mathematikunterricht mit ein.
Es ldsst sich restimieren, dass die Mathematik ein grofles Spektrum an potenziellen weiteren,
zum Teil durch den Lehrplan vorgegebenen, Unterrichtsthemen bereithélt. Daher bieten sich
zahlreiche Mdglichkeiten, sich diesen Aspekten, die in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt

werden konnten, zu widmen.
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