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» Was ist das?«

»Sphérische Trigonometrie [...] Sauschwer. Keinen Dunst.

[...]«

- aus: "Der Schiiler Gerber”
von Friedrich Torberg



1 EINLEITUNG

1. Einleitung

Kurt Gerber und sein Freund hatten bei der miindlichen Reifepriifung ihres Schulkame-
raden anscheinend nur bedingt eine Idee, was sich an der Tafel abspielte. Wahrscheinlich
l&sst sich diese Unwissenheit auf den autoritdren Unterrichtsstil ihres gefiirchteten Ma-
thematiklehrers "Gott” Kupfer zuriickfithren. Wer mit dem vorgegebenen Tempo nicht
mithalten konnte, wurde ausgesiebt. Der dadurch entstandene Druck war woméglich ei-
ner der Grinde fir Schiiler Gerbers Freitod.

Natiirlich handelt es sich bei dieser Geschichte nur um einen Roman, dessen Handlung
von fiktiver Natur ist. Dennoch spiegelte dieser den Zeitgeist sowie die Atmosphére in
den damaligen Klassenzimmern wider. Ob womdglich aufgrund dessen die Uberlegung
folgte, dieses Thema aus dem Osterreichischen Lehrplan zu entfernen, bleibt dahinge-
stellt. In jedem Fall hétte die sphérische Geometrie durchaus ihre Berechtigung auf eine
Behandlung im Schulunterricht, da sie vor allem aufgrund ihrer Geschichte eine glaub-
wiirdige Motivation bietet. Im Laufe der Jahrhunderte lernten die Menschen, die Inhalte
der sphérischen Geometrie fiir die Vermessung der Erde zu verwenden.

In der Antike entwickelten die Ptoleméer in Agypten schon eine Methode, mit welcher
sich der Umfang der Erde gut schétzen lief. Dazu beobachteten sie Schattenbildungen in
Alexandria und in Syene und konnten mithilfe der bekannten Entfernung dieser beiden
Orte einen Erdumfang bestimmen.

Weiters bendtigte man zur Zeit der Entdecker und Seefahrer ein verlédssliches Verfahren,
das die Berechnung von Entfernungen ermoglichen sollte. Dazu bediente man sich bei
den mathematischen Entdeckungen der Griechen und formulierte auf Grundlage dieses
antiken Wissens die Idee, imagindre Kugeldreiecke auf den Globus zu legen und deren
Seiten und folglich Entfernungen zu berechnen.

Das uns bekannte Wissen iiber die sphérische Geometrie basiert auf der Sehnsucht nach
Neuem, auf dem Entdeckergeist des Menschen. Aus dieser ihm zu eigenen Motivation
resultiert das mathematische Teilgebiet der sphérischen Geometrie. Dessen historische
Entwicklung verdeutlicht seine Bedeutung im Alltag und legitimiert des Weiteren seinen
FEinsatz im Schulunterricht.

Besonders in der Schule benotigt man als Mathematiklehrer die Féahigkeit, die Schiiler
und Schiilerinnen motivieren zu kénnen. So habe ich mir das Ziel gesetzt, dieses geome-
trische Teilgebiet im Rahmen meiner Diplomarbeit moglichst nachvollziehbar und leicht
verstandlich zu présentieren.

Der Schiiler Gerber hétte sich dariiber vielleicht gefreut........

Aufbau

Im Groflen und Ganzen wird die Arbeit in vier Hauptteile gegliedert.

Im ersten Teil "Grundlagen” wird das notige Vorwissen fiir die anschlieBenden Teile
erarbeitet. Dazu zéhlt neben einer Definition der Winkelfunktionen iiber den Einheits-
kreis eine Einfiihrung in die Inhalte der Linearen Algebra. Insbesondere wird auf das
Zusammenspiel von Standardskalarprodukt, Kreuzprodukt und euklidischer Norm ein-
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gegangen. Dadurch kénnen wir mithilfe des Fulpunkts des Lotes schon grundlegende
Resultate der sphérischen Geometrie vorbereiten. Weiters werden zu Beginn des Teils
die verwendeten Schreibweisen geklart.

Der Teil ”Sphérische Geometrie” verfolgt das Ziel, eine ordentliche Definition des sphéri-
schen Dreiecks zu erméglichen. Dazu wird anfangs das Konzept des metrischen Raumes
erldutert, in dessen Rahmen der sphérische Raum eingefiithrt wird. Anschlieend werden
jene geometrischen Objekte des sphérischen Raumes definiert, welche fiir die Definition
des allgemeinen Kugeldreiecks benotigt werden. Abschlieffend werden einige Eigenschaf-
ten von Kugeldreiecken in der Form von Sétzen beschrieben und bewiesen.

Im Teil ”Sphérische Trigonometrie” widmen wir uns génzlich der Berechnung von Ku-
geldreiecken. Dieser Teil wird nach den mdoglichen Féllen von gegebenen Gréflen eines
Kugeldreiecks aufgebaut. Dabei werden alle moglichen Szenarien mit jeweils einem Lo-
sungsvorschlag schrittweise vorgestellt. Die Sétze, die fiir die Losungen notig sind, wer-
den logisch in den Aufbau eingegliedert und bewiesen. Sie sind auflerdem titelgebend
fiir die Teiliiberschriften, um die Orientierung zu erleichtern. Abschliefend werden die
unterschiedlichen Falle samt Losungsvorschliage im Rahmen einer kritischen Zusammen-
fassung tibersichtlich aufgelistet.

Der vierte und letzte Teil ”Schulbezug” soll einen der populédrsten Anwendungsbereiche
der sphérischen Trigonometrie im Rahmen eines padagogischen Konzeptes vorstellen und
die Diplomarbeit somit abrunden. Zu Beginn wird eine vielversprechende Unterrichtsme-
thode vorgestellt, welche dann auch im Unterrichtskonzept zu tragen kommt. Nach einer
fachdidaktischen Analyse und einigen Kontextiiberlegungen wird ein Unterrichtskonzept
vorgestellt, welches drei Unterrichtsstunden umfasst und den Schiilern und Schiilerinnen
die Berechnung von Entfernungen auf der Erdkugel néher bringt.

Zielgruppe und Vorwissen

FEine meiner Intentionen bei der Erstellung dieser Diplomarbeit war das Schaffen eines
versténdlichen Zugangs zur sphérischen Geometrie. Ich wollte ein méglichst liickenloses
Verstéandnis dieser Inhalte ermoglichen. Zusétzlich sollte jedoch eine, aus mathemati-
scher Sicht, saubere Arbeit entstehen. Diese Zielsetzung beinhaltet das Erstellen von
Beweisen, was die Komplexitédtsstufe deutlich hebt. Folglich stand ich vor der Herausfor-
derung, beide Intentionen zu verbinden. Ich bemiihte mich daher, keine Beweisschritte
auszulassen und fiigte groBziigig Erklarungen hinzu, um die Beweise nachvollziehbarer zu
gestalten. Dennoch liefen die ausformulierten Inhalte Gefahr, fiir Aulenstehende als eine
Aneinanderreihung wahlloser Zeichen zu wirken. Das lag natiirlich am fehlenden Vorwis-
sen. Daher entschied ich mich dazu, die Arbeit mit einem umfassenden Grundlagenteil
zu ertffnen. In diesem soll das ndtige Vorwissen erarbeitet werden, um die beiden fol-
genden Hauptteile liickenlos verstehen zu konnen. Jede interessierte Person, welche die
vier Grundrechnungsarten kennt und sich ein wenig in die Grundlagen der Mengen- und
Funktionslehre eingelesen hat, sollte in der Lage sein, die mathematischen Inhalte der
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Arbeit problemlos nachvollziehen zu kénnen. Sollte der Leser oder die Leserin nun den
innerlichen Drang verspiren, sich in die beiden grundlegenden Konzepte Mengen und
Funktionen einlesen zu wollen, so mochte ich ihn auf das Kapitel 24 [Zeg08| S. 335 -
339] und auf die ersten Seiten des Kapitels 25 [Zeg08, S. 341 - 343] des fachdidaktisch
hochwertigen Buches "Grundlagen der Mathematik fiir Dummies” hinweisen.

Literatur

Die verwendete Literatur beinhaltet sdmtliche Werke der sphérischen Geometrie, die
sich alle im Literaturverzeichnis auf der letzten Seite finden lassen. Dabei mochte ich
an dieser Stelle unbedingt zwei Werke namentlich erwéhnen, die mir als Basisliteratur
dienten und somit den Inhalt und Aufbau dieser Diplomarbeit stark prégten.

Samtliche Definitionen und Beweisideen fiir den zweiten und dritten Teil entnahm ich
dem dritten Kapitel [Bar08|, S. 125 - 137] des unveréffentlichten Vorlesungsskriptums der
Lehrveranstaltung ”"Elementargeometrie” von Christian Béar .

Der Aufbau des dritten Teils orientiert sich stark am vierten Kapitel [Sch17, S. 63 - 79]
des Buches "Geometrie auf der Kugel” von Berthold Schuppar.
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Teil I.
Grundlagen

Fiir eine unbeschrinkte Auseinandersetzung mit der Sphérischen Geometrie, bendtigt
es zunéchst noch ein gewisses Mafl an Vorbereitung. In diesem Grundlagenteil sollen
daher bekannte Inhalte aufgefrischt und Neue, welche wir fiir die Kernteile bendtigen,
eingefiihrt werden.

2. Schreibweisen und grundlegende Konzepte

Im Laufe der letzten Jahrzehnte formte sich ein Dschungel von eigenartigen und wahnwit-
zigen Symbolen zu einer sinnvollen Sprache, welche wir als niitzliches Werkzeug fiir die
Darstellung mathematischer Inhalte verwenden koénnen. Damit lassen sich komplizierte
Aussagen logisch und effizient in wenigen Zeilen zusammenfassen. Dennoch existieren
unterschiedliche Schreibweisen und es werden fiir die selben mathematischen Konzepte
verschiedene Symbole zur Darstellung verwendet.

Daher verfolgt dieses Kapitel das Ziel, die in der Arbeit verwendeten Schreibweisen
aufzuzeigen, um etwaige Missverstindnisse préventiv auszusparen.

Weiters soll dieses Kapitel weniger versierte Leser der Mathematik in die mathematische
Sprachwelt einfiihren.

2.1. Mengen

Mengen werden in dieser Arbeit wie gewohnt mithilfe von geschwungenen Klammern
dargestellt.

Sollte eine Menge iiber eine Bedingung ihrer Elemente dargestellt werden, so leitet ein
Doppelpunkt die definierende Eigenschaft ein. Beispielsweise wird die Menge aller ganzen
Zahlen, die GroBler als 3 sind wie folgt dargestellt.

{reZ:x>3}

Bei dem Symbol ”Z” handelt es sich um die Menge der ganzen Zahlen. Das Symbol ”€”,
bedeutet wortlich ”aus” oder "ein Element von”. Damit will man, konkret im obigen
Beispiel, betonen, dass ”x” ein Element der ganzen Zahlen ist. Einfacher ausgedriickt
heifit das, dass = eine ganze Zahl ist. Der Doppelpunkt bedeutet konkret "fiir die gilt”.
Die beschriebene Menge wiirde sich in deutscher Sprache so beschreiben lassen:

"Die Menge aller ganzen Zahlen, fiir die gilt, dass sie grofler als 3 sind.”

Falls wir ein mathematisches Objekt einen Namen geben wollen, so verwenden wir das
Zeichen ”:=". Wenn wir also nun die Menge {x € Z : © > 3} den Namen M geben wollen,
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so driicken wir das mathematisch wie folgt aus:

M:={zeZ:x>3}

2.2. Funktionen

Fiir das néchste grundlegende Konzept nehmen wir an, dass es sich bei D und B um
zwel Mengen handelt. Die Funktion oder Abbildung f, welche von D nach B abbildet
wird so dargestellt.

f:D—B
d — f(d)

Die Menge D nennen wir Definitionsbereich, die Menge B nennen wir Bild - oder Werte-
bereich der Funktion f. Das Objekt d ist ein Element von D und wird auch ”Argument”
genannt. Das Objekt f(d) ist ein Element von B und wird "Funktionswert von f an der
Stelle d”, oder einfach nur ”f von d” genannt.

Manchmal bekommen Funktionen keinen Kleinbuchstaben als Namen sondern ein Sym-
bol, welches mithilfe eines Punktes zeigt, wo man ein Argument zur Funktionswertbil-
dung einsetzen soll. Zum Beispiel wiirde die Quadratfunktion so dargestellt werden.

(-)Z:R—HR

z— ()2

Diese Funktion bildet demnach eine reelle Zahl auf ihr Quadrat ab. Manchmal wird statt
"abbilden” das Synonym ”zuordnen” verwendet. Alternativ kénnte die Quadratfunktion
in dieser Arbeit auch als die Funktion beschrieben werden, welche jeder reellen Zahl ihr
Quadrat zuordnet.

2.3. Intervalle

Bei einem Intervall stellt sich meistens die Frage, ob die Rinder im Intervall liegen
oder nicht. Angenommen a,b € R sind zwei reelle Zahlen. Wollen wir nun das Intervall
zwischen a und b mit den Réandern darstellen, so verwenden wir eckige Klammern.

[a,b] :={r eR:a<x<b}

. Wenn die Réander zum Intervall gehoren, spricht man von einem ”abgeschlossenen”
Intervall.

Wenn wir hingegen das Intervall zwischen a und b ausschliefilich der Rander darstel-
len wollen, beniitzen wir runde Klammern.

(a,b) :={zreR:a<z<b}
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. Ein Intervall ohne seine Rander nennen wir "offen”.

Es kénnen auch halboffene Intervalle vorkommen. Zum Beispiel kénnte bei einem In-
tervall der rechte Rand a hinzugehoren, wohingegen der linke Rand b ausgeschlossen
wird. Dieses Intervall wiirde man wie folgt darstellen.

[a,b) :={x eR:a <z <b}

2.4. Aussagenlogik

Um bestimmte Aussagen in einem mathematischen Kontext treffen zu kénnen, bendtigen
wir noch mehr Symbole.

Im Laufe der Arbeit werden wir vom Existquantor ”3” und vom Allquantor ”V” Gebrauch
machen. Das Zeichen ”3” steht fiir ”es existiert ein”. Das Symbol ”V” bedeutet wortlich
"Fir alle”. Eine Aussage oder Behauptung kénnte zum Beispiel so aussehen:

dze€Z:z2<5

Ubersetzt bedeutet diese Behauptung: "Es existiert eine ganze Zahl, fiir die gilt, dass sie
kleiner als 5 ist.”

In der Mathematik ist es besonders interessant, ob eine Aussage wahr oder falsch ist.
Um diese Behauptung als wahr bezeichnen zu diirfen, miissen wir sie beweisen. Das
ist in diesem Fall aber sehr einfach. Wir miissen dazu nur eine ganze Zahl finden, die
kleiner 5 ist. Zum Beispiel ist 4 eine ganze Zahl, die kleiner 5 ist. Damit gilt die Aussage
"dz € Z : z < 57 als bewiesen und somit auch als wahr.

Wenn wir nun den Existquantor gegen einen Allquantor austauschen wiirden, wiirden
wir eine komplett andere Aussage erhalten. Die Aussage

Vee€Z:z2<5H

bedeutet in Worten: "Fiir alle ganzen Zahlen gilt, dass sie kleiner als 5 sind.” Diese
Aussage ist natiirlich nicht wahr. Man kann sie leicht widerlegen indem man eine ganze
Zahl findet, die grofler gleich 5 ist.

Man kann zusétzlich zur Bedingung z < 5 noch eine weitere Bedingung an die ganze
Zahl z hinzunehmen und in eine Aussage verpacken. Dazu bendtigt man das Zeichen ”Vv”
flir "oder” oder das Symbol "A”flir "und”. Dabei gilt zu beachten, dass ”V” immer fiir
ein einschlieliches "Oder” steht. Das bedeutet "und/oder”. Das ausschlieflliche "Oder”
bedeutet dahingegen "entweder/oder”.

2€Z:(2<5)V(z>3)

In Worten bedeutet diese Behauptung ”Es existiert eine ganze Zahl, fir die gilt, dass sie
echt kleiner 5 und/oder gréfer gleich 3 ist.” Im Sinne der Ubersichtlichkeit wurden die
beiden Bedingungen in Klammern gesetzt.
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2.5. Der direkte Beweis

In der Mathematik gibt es zahllose Beweisstrategien, die zur Losung unterschiedlichster
Probleme eingesetzt werden. Fiir die Inhalte dieser Arbeit bendtigen wir lediglich die
direkte Beweisfiihrung.

Das grundlegende Prinzip des direkten Beweises ist das wiederholende Ziehen logischer
Schliisse. Man startet bei einer Annahme A. Man geht dabei also davon aus, dass A
eine wahre Aussage ist. Anschlieflend zeigt man durch logische Schlussfolgerungen die
Richtigkeit einer anderen Aussage B. Somit konnte man beweisen, dass B aus A folgt,
falls A eine wahre Aussage ist. Mathematisch umschreibt man eine Schlussfolgerung oder
Implikation mittels einem Folgepfeil "=". Demnach schreibt man fiir ”B folgt aus A”

A= B

Es konnte auch vorkommen, dass sich zwei Aussagen gegenseitig implizieren. Zum Bei-
spiel konnte man A aus B und umgekehrt auch B aus A folgern. In diesem Fall wéren die
beiden Aussagen dquivalent, was man mithilfe eines Aquivalenzpfeiles ”<” kennzeichnet.
Wiéren A und B zwei dquivalente Aussagen, so wiirde man das wie folgt umschreiben.

A< B

Auch bei einer Gleichung handelt es sich um eine mathematische Aussage. Mittels so-
genannten Aquivalenzumformungen koénnen wir eine Gleichung in eine dquivalente Glei-
chung umformen. Wenn wir also nun die Giiltigkeit einer Gleichung beweisen wollen,
formen wir eine wahre Gleichung mittels Aquivalenzumformungen so lange um, bis wir
die zu beweisende Gleichung erhalten haben. Eine Multiplikation beider Seiten einer
Gleichung mit derselben Zahl oder das Addieren beider Seiten mit derselben Zahl sind
Aquivalenzumformungen.

Auch durch das Legen einer Gleichheitskette konnen wir einen direkten Beweis prakti-
zieren. Dabei geht man von einem mathematischen Objekt aus und legt so lange Gleich-
heitszeichen, bis man die gewiinschte Gleichung erhélt.

Da Beweisfithrungen nicht in jeder Schulform behandelt werden, konnten sie fiir den
Leser etwas ungewohnt sein. Daher werden wir zur Ubung einen Satz zeigen, dessen Be-
weis kurz und tbersichtlich verlduft. Dabei gilt zu beachten, dass jeder Beweis mit dem
Wort ” Beweis.” eingeleitet und mit dem Symbol "[1” abgeschlossen wird.

Satz 1. Das Quadrat einer ungeraden natirlichen Zahl ist ungerade.

Beweis. Diesen Satz wollen wir nun mittels einer direkten Beweisfiihrung zeigen. Dazu
benétigen wir eine Annahme, auf dessen Grundlage wir den Satz herleiten.

Annahme: Es sei n € N eine ungerade natiirliche Zahl
Zu beweisende Aussage: Die natiirliche Zahl n? ist ungerade.
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Wir versuchen also nun von der Annahme aus, auf die zu beweisende Aussage schluss-
zufolgern.

Wie kénnte man eine ungerade natiirliche Zahl darstellen?

Es gibt nun immer eine andere natiirliche Zahl £ € N mit

n=2-k+1 (ungerade)

Da n, aufgrund der Annahme, eine natiirlich ungerade Zahl ist, gilt diese Gleichung.
Nun betrachten wir n? und verwenden die Gleichung "n = 2 - k + 17 Anschliefend
multiplizieren wir das Quadrat aus.

n2 M o k12 =4 k2 p 2 kb2 kbl =4 k24 k41
Nun nutzen wir das Verteilungsgesetz und heben die Zahl 2 geschickt aus der Summe
4-k*>+4-k+1 heraus.

4K+ 4 k41PN (92 4 2k) + 1

Gerade Zahlen sind immer durch 2 ganzzahlig teilbar. Teilt man 2 - (2k% + 2k) durch 2,
so erhiilt man (2k2 + 2k). Bei dieser Zahl handelt es sich aber um eine natiirliche Zahl,
da k auch eine natiirliche Zahl ist. Daher muss 2 - (2k? + 2k) eine gerade natiirliche Zahl
sein. Wenn man eine gerade Zahl mit 1 addiert, erhélt man immer eine ungerade Zahl.
Somit muss 2 - (2k? + 2k) + 1 ungerade sein! Zusammenfassend gilt also nun folgendes.

n? =2 (2k* 4 2k) +1
—_——
gerade

Daher ist n? ungerade, falls n ungerade ist. Somit konnten wir den Satz auf direkte Weise
beweisen. O

3. Trigonometrische Funktionen und der Einheitskreis

In der sphérischen Trigonometrie spielen, wie der Name schon erwahnt, die trigonome-
trischen Funktionen Sinus und Kosinus eine grofie Rolle. In jedem der Satze, die wir
gemeinsam im Teil ”Sphérische Trigonometrie” erarbeiten werden, kommt mindestens
eine dieser Funktionen vor. Weiters benétigen wir auch noch den Arkuskosinus um Ab-
stdnde auf der Sphére bestimmen zu kénnen. Daher mochte ich gerne dieses Unterkapitel
dazu verwenden, das Verstdndnis iiber trigonometrischen Funktionen zu verfestigen.

Dabei werden wir die Funktionen am Einheitskreis [HO16| und nicht so wie im Schulun-
terricht oft praktiziert, nur mittels rechtwinkliger Dreiecke einfithren. Ich habe mich fiir
diesen Ansatz entschieden, da man im Kapitel [16] "Grofikreise” dann auch leicht erken-
nen kann, warum wir bei der Definition des Groflkreises die Sinus - und Kosinusfunktion
benotigen. Zusétzlich sind wichtige Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen, wie
beispielsweise die Periodizitdt dadurch gut erkennbar.



3 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN UND DER EINHEITSKREIS

Dazu soll nun geklédrt werden, was wir unter dem Einheitskreis verstehen.
Der Einheitskreis sind alle Punkte in der Ebene, die den Abstand 1 vom Nullpunkt
haben. Diese Menge bezeichnen wir mit S' und beschreiben sie so:

St .= {(:c,y) €R2zx2+y2:1}

Inwiefern beschreibt diese Menge nun alle Punkte in der Ebene, die Abstand 1 vom
Nullpunkt haben?

Man nehme sich einen Punkt (x,y) des Einheitskreises und verbindet diesen mit dem
Nullpunkt. Diese Strecke besitzt die Lange 1 und wir betrachten sie als Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks. Die Langen der Katheten des rechtwinkligen Dreiecks sind die
Komponenten z und y. Der Satz von Pythagoras sagt uns, dass Kathete zum Quadrat
plus die andere Kathete zum Quadrat gleich der Hypotenuse zum Quadrat ergibt. Somit
gilt in unserem Fall 22 + y? = 12, also 22 + y? = 1. Daher bilden alle Punkte, deren
Komponenten diese Eigenschaft besitzen, den Einheitskreis.

Der Umfang des Einheitskreises betrigt genau 27. Nun drehen wir den Punkt (0, 1), mit
dem Nullpunkt als Fixpunkt, um den Winkel o € R gegen den Uhrzeigersinn. So erhalten
wir den Punkt P, € S'. Die erste Komponente des Punktes P, nennen wir Cosinus des
Winkels o und die zweite Komponente wird mit Sinus des Winkels a bezeichnet. Wir
schreiben fiir die Komponenten cos(a) und sin(«). So kénnen wir den Punkt P, wie folgt
beschreiben:

P, = (cos(a),sin(a))

Die Abbildung [1] auf Seite [11] soll dabei als Denkstiitze dienen.

Da P, also ein Element des Einheitskreises ist, muss fiir die Komponenten von P, dem-
nach (cos(a))? + (sin(a))? = 1 gelten. Denn auch diese Komponenten bilden ein recht-
winkliges Dreieck im Einheitskreis und der Satz von Pythagoras kann auch hier greifen.
Klarerweise muss das fir jeden Winkel « gelten. Also gilt mathematisch ausgedriickt

Va € R : (cos(a))? + (sin(a))? = 1

. Da die Komponenten des Punktes P, vom Winkel o abhéngig sind, macht es durchaus
Sinn, diese Abhéngigkeit mithilfe von Funktionen zu modellieren. Daher fassen wir die
Komponenten von P, nun als Funktionswerte der Funktionen

cos: R — [—1,1],a — cos(a) und sin: R — [—1,1], a — sin(«)
auf. Daher werden sie auch Winkelfunktionen genannt.
Nun leiten wir uns eine bedeutende Eigenschaft der Sinus - und Kosinusfunktion her.
Man stelle sich nun vor, dass der Winkel a mit 27 addiert wird. Was passiert dann mit
dem Punkt P,? Im Prinzip fadhrt der Punkt einmal die Runde und landet wieder am

urspriinglichen Ort. Kurz gesagt gilt Py = P(q42x). Folglich miissen die beiden Punkte
die selben Komponenten haben. Also gilt weiters:

Py, = (cos(a),sin(a)) = (cos(a + 27),sin(a + 27)) = Prayor)

10



3 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN UND DER EINHEITSKREIS

52 P, = (cos(a), sin(e))

Abbildung 1: Einheitskreis

Ob der Punkt P, nun einmal, zweimal oder 30 - mal ”die Runde” macht, ist nicht
von Bedeutung. Die Komponenten bleiben die selben. Somit kénnen wir eine wichtige
FEigenschaft der Sinus - und Kosinusfunktion herleiten. Es gilt ndmlich nun:

Va € R:sin(a+ k- 27m) = sin(«) und Va € R:cos(a+ k- 2m) = cos(a)

, wobei k € N eine natiirliche Zahl ist und die Anzahl der "Umrundungen” angibt. Diese
Eigenschaft der Sinus - und Kosinusfunktion nennt man Periodizitdt. Die Namensgebung
macht durchaus Sinn, da die beiden Funktionen in jeder ”"Periode” die selben Funkti-
onswerte annehmen.

Im néchsten Absatz werden wir nun eine Vorarbeit fiir die Darstellung von Grofikreisen
leisten. Wir kldren ndmlich nun, inwiefern der Einheitskreis mithilfe der beiden Winkel-
funktionen Sinus und Cosinus dargestellt werden kann.

Da P, ein Punkt auf dem Einheitskreis ist, konnen wir nun den Einheitskreis als Menge
aller Punkte P, fir a € [0,27) auffassen. Alternativ ist nun folgende Beschreibung der
Menge S! méglich:

S?={P,:ac|0,2m)}

Die Punkte P, sind, wie schon beschrieben, Zahlenpaare und somit auch Vektoren.
Daher konnen wir sie komponentenweise addieren, sowie mit einer Zahl multiplizieren.

11



3 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN UND DER EINHEITSKREIS

Das erlaubt es uns, die Menge S' weiter "umzuschreiben”.
S?={P,:a€l0,2n)}

Pa:(cos(:a),Sin(Oé)) {(cos(a),sin(a)) : a € [0,27)}

komp. Addition COS(Oé) 0 .
x {( ! )+<Sm> .ae[O,Qw)}
Skalogmult. {Cos(a) . (é) + sin(a) - (?) ca €0, 27‘(’)}

In der letzten Darstellung von S' sieht man recht gut, dass sich nun jeder Punkt P, vom
Einheitskreis eindeutig durch die beiden Punkte (é) und <(1)> sowie durch die Winkel-

funktionen darstellen ldsst. Diese Erkenntnis ist spater wichtig, um verstehen zu kénnen,
warum man einen Groflkreis mit der Sinus - und Kosinusfunktion darstellen kann.

Um spéter den Abstand zweier Punkte auf der Kugel bestimmen zu kénnen, bendti-
gen wir noch die Umkehrfunktion des Kosinus. Diese gesuchte Funktion soll ein Bild
der Kosinusfunktion cos(a) auf den Winkel a abbilden. Man spricht deswegen von einer
"Umkehrfunktion”, da das Bild der Kosinusfunktion nun das Argument ist und das Ar-
gument der Kosinusfunktion nun das Bild ist. Es tritt jedoch leider folgendes Problem
auf:

Aufgrund der Periodizitdt der Winkelfunktionen nehmen mehrere Winkel den selben
Funktionswert beziiglich des Cosinus an. Mathematisch ausgedriickt gilt also folgendes.

Va € R : cos(a) = cos(a + 2m) = cos(aw+ 2 - 2m) = cos(aw + 3+ 2m) = cos(a+ 4 -27) = ...

Die Periodizitét ist jedoch nicht die einzige Hiirde, die wir fiir eine ordentliche Definiti-

on der Umkehrfunktion des Cosinus, iiberwinden miissen. Die Abbildung [2] auf Seite
zeigt gut, dass es zu einem Punkt P, auf dem oberen Halbkreis einen Punkt Pg auf dem
unteren Halbkreis gibt mit cos(a) = cos(/3).
Das alles ist insofern ein Problem, da die Umkehrfunktion mehrere Winkel zur Verfii-
gung hat, welche sie dem Funktionswert des Kosinus zuordnet. Die ”Umkehrfunktion”
muss als Funktion jedoch immer eine eindeutige Zuordnungsvorschrift sein.
Wir kénnen dieses Problem jedoch geschickt beseitigen, indem wir nicht alle moglichen
Winkel o € R zulassen. Wir erlauben nur mehr jene Winkel «, deren Punkte P, im
oberen Halbkreis des Einheitskreises liegen. Wir nehmen demnach an, dass sich nun alle
Winkel « im Intervall [0, 7] befinden. Wir schréanken aus diesem Grund den Definitions-
bereich des Cosinus von R auf [0, 7] ein. Mathematisch wird diese Vorgehensweise wie
folgt gekennzeichnet:

€O |[0,q] [0, 7] = [-1,1], @ — cos ‘[Oﬂ(a)

Diese neue eingeschrinkte Kosinusfunktion hat nun den grofien Vorteil, dass unterschied-
liche Winkel nun auch unterschiedliche Funktionswerte liefern. Somit besitzt diese Ein-
schrankung nun tatséchlich eine Umkehrfunktion, da nun eine eindeutige Zuordnung
moglich ist.

12



3 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN UND DER EINHEITSKREIS

A (6)

cos{a) = cos(3)

Abbildung 2: Gleicher Funktionswert

Definition 1. Die Funktion

[0,7] (x)) = (COS ‘[O,ﬂ)_l (m)

ist die Umkehrfunktion der Einschrankung des Kosinus auf [0, 7] und heif$t Arkuskosinus.

arccos : [—1,1] — [0, 7], x +— arccos(z) := (cos

Es liegt auf der Hand, dass fiir jeden Winkel « € [0, 7] nun gilt:
cos |[o,7] (@) = cos(ax)
Fiir jeden Winkel a € [0, 7| gilt nun folglich:
arccos(cos(a)) = (cos_l(cos(oz))> =«

Die letztere Gleichungskette werden wir, wie schon erwéhnt, benétigen um den kiirzesten
Abstand zweier Punkte auf der Sphére berechnen zu kénnen.

Wir benétigen fiir einen spateren Beweis ein sogenanntes Additionstheorem der Winkel-
funktionen. Dieses Additionstheorem werden wir in dieser Arbeit jedoch nicht beweisen.
Dazu miissten wir noch zusétzlich {iber Reihen und Reihenentwicklung, iiber komplexe
Zahlen, iiber die euler’sche Zahl und iiber die euler’sche Formeln sprechen. Das wiirde
den Rahmen sprengen und den Fokus der Arbeit verriicken. Deshalb werde ich das noti-
ge Additionstheorem an dieser Stelle lediglich formulieren und den Leser darum bitten,
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einfach an die Giiltigkeit dieses unbewiesenen Theorems zu glauben. Sollte sich der Leser
dennoch an einen ordentlichen Beweis sehnen, so soll ihm der Beweis nach Koénigsberger
[K6n03, S. 118] empfohlen werden. Abgesehen davon folgen nun die beiden, fiir uns re-
levanten, Additionstheoreme.

Fiir zwei Winkel o, 8 € R gilt:

cos(a + B) = cos(a) - cos(8) — sin(a) - sin(B)
und

cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(B)

Nun méchte ich noch eine weitere wichtige trigonometrische Funktion einfiithren, welche
wir vermehrt im Teil ”Sphérische Trigonometrie” bendtigen werden.

Definition 2. Die Funktion

tan:R\{k-ﬂ—l—g:k‘EZ}—)[—l,l]

sin(x)

x +— tan(x) = cos(z)

heifit Tangens.

Der Definitionsbereich des Tangens mag beim ersten Hinschauen vielleicht ein wenig
abschreckend wirken, jedoch macht sie sehr wohl Sinn. Der Tangens wird als Quotient
der Sinus - und Kosinusfunktion definiert, was zu Problemen fithren kann, falls der Ko-
sinus 0 wird. Denn dann wiirde man durch 0 dividieren, was mathematisch keinen Sinn
ergibt. Im mathematischen Fachjargon wiirde man dann vom Verschwinden des Tangens
sprechen. Durch die Verwendung der Menge R\ {k -7+ 5:k€ Z} als Definitionsbe-
reich des Tangens, vermeidet man ein solches Verschwinden, da man all jene Werte, die
den Cosinus auf 0 abbilden, ausspart. Es ist zu empfehlen den Tangens als Verhéltnis
zwischen Sinus und Kosinus zu interpretieren.

Somit haben wir alle, fiir uns wichtigen, Aspekte der trigonometrischen Funktionen be-
sprochen und konnen zum néchsten Kapitel iibergehen.

4. Matrizen und Determinanten

Im Hauptteil der Arbeit miissen wir mit Determinanten von Matrizen arbeiten. Daher
werden wir in diesem Kapitel kurz erkléren, was Matrizen sind und welche Formen sie
annehmen koénnen. Anschliefend werden wir besprechen, wie man Determinanten von
gewissen Matrizen berechnen kann.

Eigentlich sind Matrizen nichts anderes als rechteckige Zahlenfelder [SM10, S. 55]. Da-
bei befinden sich in jeder Zeile eines dieser rechteckigen Zahlenfelder immer gleich viele
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4 MATRIZEN UND DETERMINANTEN

Zahlen. Auch die Anzahl der Zahlen in jeder Spalte ist gleich. Eine Matrix muss jedoch
nicht zwingend gleich viele Zeilen wie Spalten haben. Zum Beispiel kann man ein Zah-
lentripel als eine Matrix mit drei Zeilen und einer Spalte auffassen. Matrizen werden im
allgemeinen gerne mit Grofibuchstaben versehen. Die Namensgebung von Matrizen ist
im {ibrigen sehr wichtig, da man sie im Text oder im Gesprach dann leicht voneinander
unterscheiden kann.

Beispiele:

3 4 3 6 3 _59
A=1|3 8 3 9|, 7= (_45 ) ),M: (98,5 8 833 4 0 10,7)

4 110
Oft kann man eine Matrix nicht konkret hinschreiben, weil man die Zahlen einer Matrix,
auch Eintrage genannt, nicht kennt. Man kann die unbekannten Eintrige von Matrizen
jedoch natiirlich auch mit Buchstaben bezeichnen. Dabei macht man in der Regel gerne
von Indizes Gebrauch, um genau angeben zu kénnen um welchen Eintrag es sich handelt.
So beschreibt zum Beispiel ”a12” den Eintrag der Matrix A an der Stelle der ersten
Zeile und zweiten Spalte. Demnach kann die Matrix A aus obigen Beispiel, auch so

hingeschrieben werden:

ail a2 a3 a4
A= |axn ax ax axu
asy as2 asz a44

Diese Darstellung einer Matrix wahlt man meistens dann, wenn man {iber die Anzahl der
Zeilen und Spalten Bescheid weifl und mit der Matrix rechnen méchte, obwohl man die
Fintrdge nicht konkret kennt. Méchte man nur die Anzahl der Zeilen und Spalten einer
Matrix vermitteln, so gibt es dafiir eine effiziente Schreibweise. Die Matrix A besitzt
beispielsweise 3 Zeilen und 4 Spalten. Weiters weifl man, dass die Eintrdge der Matrix
A nur natiirliche Zahlen sind. So schreibt man dann als Mathematiker

Ac N3><4

und sagt dazu: A ist eine drei kreuz vier Matriz mit natirlichen Eintrdgen. Die Menge
aller Matrizen mit 3 Zeilen, 4 Spalten und natiirlichen Eintrdgen nennt man demnach
N3><4_

Analog kann man sich nun tiberlegen, in welchen Mengen die beiden Matrizen T, M, von
obigen Beispiel, liegen. ..

Die Matrix T besitzt zwei Zeilen und ebenso viele Spalten. Da alle Eintrage ganze Zahlen
sind, schreibt man nun tibersichtlich:
T € 7272

Die Matrix M hat nur eine Zeile, aber sechs Spalten. Ihre Eintrige sind reell. Daher
schreiben wir

M c R1X6
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. Falls eine Matrix gleich viele Zeilen wie Spalten besitzt, so nennt man sie quadratische
Matrix. Zum Beispiel ist die oben angefiihrte Matrix 1" eine quadratische Matrix, da sie
2 Zeilen als auch 2 Spalten besitzt.

Nachdem wir nun wissen, was Matrizen sind und wie sie aussehen koénnen, widmen
wir uns nun den Determinanten.

Eine Determinante ist eine Zahl, welche einer quadratischen Matrix eindeutig zugeordnet
ist. Also besitzt jede quadratische Matrix genau eine Determinante. Mit Determinan-
ten kann man wichtige Eigenschaften von Matrizen bestimmen, sowie auch Volumina
berechnen. Im Rahmen dieser Arbeit werden wir Determinanten verwenden, um die zen-
tralen Sétze im Teil ”Sphérische Trigonometrie” beweisen zu kénnen.

Wie schon erwédhnt ordnen wir einer quadratischen Matrix eine Zahl zu. Daher kénnen
wir die Determinante mithilfe einer Funktion bzw. Zuordnungsvorschrift hervorragend
beschreiben.

Definition 3. Es sein € N eine natirliche Zahl. Die Funktion
det : R™"™ — R : M +— det(M)

bildet jede quadratische n x n - Matriz M auf eine reelle Zahl det(M) ab. Diese Zahl
nennt man Determinante von M.

Doch wie kann man nun die Determinante einer Matrix berechnen? Mithilfe einer
einfachen Formel lassen sich Determinanten von (2 x 2) - Matrizen sehr leicht bestimmen.
Dazu miissen die Eintrige der Matrix bekannt sein. Wir nehmen nun A € R?*2 mit
A= (Z“ a12> an. In der folgenden Zeile wird nun die Determinante der Matrix A

21 022
berechnet.

a21 22

det(A) = det (a“ alz) = (a11 - az2) — (a21 - a12)

Ich habe die Eintrdge von A derartig eingefirbt, sodass ein Schema erkennbar ist. Man
multipliziert die roten Eintrdge und zieht davon dann anschliefend das Produkt der
blauen Eintrédge ab.

Beispiel:

2 3

det<§’ §> :3.;—Z.Zzz—(3.2):2—6=(—4)

Also ist die Determinante von (2 §> gleich (—4).
2 3

Auch das Bestimmen von Determinanten von 3 x 3 - Matrizen geht, mithilfe der Formel
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bi1 b2 bi3
von Sarrus, relativ flott von der Hand. Dazu sei B € R3*3 mit B = | by1  bay  bog

b31 b3z b33
Wir erweitern die Matrix B, indem wir die ersten beiden Spalten der Matrix rechts
nochmal hinschreiben.

bi1 bz b1z b1 D12
bor bao baz | a1 22
bs1 b3z b33/ b31 b3z

Nun bilden wir die Produkte der drei Diagonalen, welche von oben links nach unten
rechts verlaufen und genau drei Eintriage abdecken. Diese drei Produkte addieren
wir anschlielend auf.

b1 - bag - b33 + b2 - bag - b31 + b3 - bar - b3a

Darauthin bilden wir nun die Produkte der drei Diagonalen, welche von unten links
nach oben rechts verlaufen und addieren diese auf.

b31 - bao - b13 + D32 - bag - b11 4 b33 - ba1 - bao

Abschlieflend bilden wir die Differenz dieser beiden Summen, indem wir die zweite Sum-
me von der Ersten abziehen.

bi1 - baa - b33 + big - ba3 - b3y + b3 - bay - bga — (b31 - bag - b13 + b3a - bz - bi1 + b33 - bay - bao)

Es ist nicht moglich, die erste Summe von der zweiten Summe abzuziehen, da wir sonst
ein falsches Ergebnis erhalten wiirden.

Bei der erhaltenen Differenz handelt es sich um die Determinante von B. Also:

bi1 b2 bi3
det(B) = det b21 b22 b23 =
b31 b3z b33

bi1 - bag - b3z + big - baz - b3y + b3 - bay - 3o — (b31 - bag - b1z + baa - baz - byy + b33 - bay - bao)

Somit sind wir nun in der Lage, Determinanten von 2 x 2 - Matrizen und von 3 x 3 -
Matrizen berechnen zu kénnen.

Zuséatzlich konnen wir mithilfe der Determinante tiberpriifen, ob zwei Punkte in der
Ebene auf einer Gerade liegen, wobei die Gerade durch den Nullpunkt laufen muss. Fer-
ner l&sst sich untersuchen, ob drei Punkte im Raum auf einer Ebene liegen, die auch den
Nullpunkt enthélt. Dazu betrachten wir die Punkte als Spalten und reihen sie nebenein-
ander an, um eine Matrix zu erhalten. Falls die Determinante dieser erhaltenen Matrix
gleich 0 ist, liegen im zweidimensionalen Fall beide Punkte mit dem Nullpunkt auf der
Geraden, im dreidimensionalen Raum liegen dann die drei Punkte gemeinsam mit dem
Nullpunkt auf einer Ebene. Im Sinne der Ubersichtlichkeit méchte ich die beschriebene
Vorgehensweise auch mithilfe mathematischer Zeichen beschreiben.
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Q=r-P

1)

—
(SR

Abbildung 3: Gerade durch 0

Satz 2. Zwei Punkte P,Q € R? liegen gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer Gerade
genau dann wenn

_ P\ (@) ._ poq\
st o (7). (2)) a2 ) <o

Beweis. Wenn zwei zweidimensionale Punkte gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer
Geraden liegen, dann kann man einen Punkt als ein Vielfaches des anderen Punktes dar-
stellen. Wir nehmen also an, dass die Punkte P, Q € R? gemeinsam mit dem Nullpunkt
auf einer Geraden liegen. Dann existiert eine reelle Zahl r € R so, dass @@ = r - P gilt.
Die Abbildung |3| auf Seite soll diese Uberlegung visualisieren. Es gilt also demnach
Wir betrachten nun die Determinante det(P, Q).

P11 a1
det (P, = det
¢ ( Q) ¢ <P2 Q2>

Nun verwenden die Idee, welche in Abbildung [3] auf Seite [18] dargestellt wurde.

P1 Q1 p1 T-n
det =det =D T Py —Dg T -
<p2 q2> <p2 r ~p2> p1 b2 — P2 p1

herausheben

= r-(pr-p2—p1-p2)=7-0=0
=0

Somit konnten wir zeigen, dass die Determinante 0 wird, falls zwei zweidimensionale
Punkte gemeinsam mit der 0 auf einer Geraden liegen. Es fehlt uns jedoch noch die
andere Richtung des Beweises. Wir miissen nun auch noch zeigen, dass zwei Punkte ge-
meinsam mit der 0 auf einer Geraden liegen, wenn ihre Determinante 0 ist.
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Es seien also nun P, Q € R? zwei Punkte mit det(P, Q) = 0.

0 =det(P,Q) = det (pl CI1> =p1-Qa— P2 q1
P2 Q2
Wir konnten also eine Gleichheitskette zwischen 0 und p1 - g2 — p2 - ¢1 legen. Somit gilt
Pr-g2—p2-q1=0

Pr-g2—p2-q1 =0
+ .
Epp=p-a
Die beiden Produkte kénnen aber nur dann gleich sein, falls eine reelle Zahl r € R mit
q1 = r-p1 und g2 = r-po existiert. Daher ist @) nun ein Vielfaches von P und wir konnten
somit auch diese Richtung zeigen. Damit gilt der Satz als bewiesen. O

Diesen Satz kénnen wir auch leicht in den dreidimensionalen Raum adaptieren.

Satz 3. Drei Punkte P,Q, R € R? liegen gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer Ebene
genau dann wenn

b1 g1 T
det(P,Q,R) :=det | p2 g2 r2| =0
b3 g3 T3

Beweis. Auch hier miissen wieder zwei Richtungen bewiesen werden. Zu Beginn zeigen
wir direkt, dass die Determinante 0 wird, falls die drei Punkte mit dem Nullpunkt auf
einer Ebene liegen.

Es seien P,Q, R € R3 drei Punkte, die sich mit dem Nullpunkt auf derselben Ebene
befinden. Daher kénnen wir den Punkt R durch die Punkte P, @ und durch zwei reelle
Zahlen a,b € R darstellen. Es gilt ndmlich nun

R=a-P+b-Q

Abbildung [] auf Seite 20| untermauert diese Behauptung. Daraus ergibt sich die Moglich-
keit, auch die Komponenten von R durch die Komponenten von P und @ darzustellen.
Dazu schreiben wir die Punkte P, Q, R als Tripel ihrer Eintrage.

R=a-P+b-Q

1 b1 q1
S |ra|l=a-|p2|+b |
3 b3 q3

Nun verwenden wir die Skalarmultiplikation und anschlieend die komponentenweise
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Abbildung 4: Darstellung von R durch P und @

Addition.

1 b1 q1
ro|l =a-|p2|+b-|q
r3 D3 qs
r1 a-py b-q
Skefam- o | = | a- p2|+|b-q
3 a-p3 b-q3

komp. Add. [ ! @ prtb-q

N ro|l =|a-p2+0b-q

r3 a-p3+0b-q3

Somit gelten die folgenden drei Gleichungen, die im Beweis auch Verwendung finden
werden.

ro=a-p1+b-q
ro=a-pa+b-q
r3=a-p3+b-gs

Nun richten wir unser Augenmerkmal auf die Determinante det(P, @, R) und berechnen
diese, indem wir die Regel von Sarrus anwenden.

Pt g1 M
det(P,Q,R) =det | p2 q2 12
pP3 43 T3

Sarrus

= "p1-q-r3tqrop3s+riop2oqz—(P3-qe-ri+q3-r2-pL+r3op2-qr)
=P1-q2-7r3+q-r2p3+ri-P2-q3—P3-q2-r1—q3-12:P1—7T3-P2-q1
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Jetzt nutzen wir die Darstellung fiir 1,75 und r3 durch die Eintrdge von P und Q.
P1-q2-7T3+q1 -T2 -P3+T1-P2:Gq3—P3-q2-T1 —¢3-T2°P1— T3 P2 q1
=p1-q@-(a-p3+b-q3)+q-(a-p2+b-q) ps+(a-p1+b-q) p2-q3
—p3-q-(a-pr+b-q)—qg3-(a-p2+b-q) pr—(a-p3+b-q)-p2-q1
Nachdem wir in allen Summanden ausmultipliziert haben, kénnen wir erkennen, dass
sich alles streichen lésst.
pr-qz-(a-p3+b-q3)+q-(a-p2+b-q) p3+(a-p1+b-q) p2-qs
—p3-qa-(@apr+b-q1)—qs-(a-p2+b-ge)-p1—(a-ps+b-qs) p2-a

R pagy + bprs s + agipeps + barqaps + apipaas + barpads
—ap1gep3 — bgrqaDs — apip2q3 — bprqa(s — agipep3 — boupals
=0

Somit konnten wir det(P, @, R) = 0 nachweisen, falls die drei Punkte P, Q, R € R3 mit
dem Nullpunkt auf derselben Ebene liegen.

Um die andere Richtung zeigen zu koénnen, benétigen wir einige Inhalte aus der Li-
nearen Algebra. Zum Beispiel miissten wir fiir den Beweis die Matrizenmultiplikation,
sowie das Konzept von invertierbaren Matrizen einfiihren. Eine umfassende Auseinan-
dersetzung mit dem Prinzip der Gaufl - Elimination und der damit fest verbundenen
Stufenform von Matrizen wére auch unabdingbar. Da die Einfiihrung dieser Vorausset-
zungen den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde, wird der Beweis fiir diese Richtung
nicht behandelt. Der Leser wird erbeten, einfach an die Aussage des Satzes zu glauben.
Der Satz wird im Vorlesungsskriptum von Pauer [Paul7, S.107 - 108] gezeigt. O

Bevor wir zum néchsten Kapitel iibergehen kénnen, wollen wir uns noch tiberlegen,
inwiefern sich eine Determinante &ndert, wenn man zwei Spalten der Matrix miteinander
vertauscht.

Wieder seien P,Q, R € R? drei Punkte im dreidimensionalen reellen Raum. Laut der
Definition der Determinante gilt

p1r g1 T
det(P,Q,R) :=det | p2 g2 72
b3 g3 T3

=p1-q2-7T3+q1-T2-P3+Tr1-P2-q3—P3-Q2-T1—¢q3-T2-P1—T3-P2-q1

Was passiert nun, wenn wir zwei Spalten miteinander vertauschen? Was gilt also nun

fir det(Q, P, R)?

qgq pP1
det(Q,P,R) =det | g2 p2 72| = qip2r3 + pi72gs + r1G2p3 — q3p2r1 — P3raqi — r3¢2p1
gs p3 T3
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4 MATRIZEN UND DETERMINANTEN

Nun verwenden wir das Distributivgesetz und heben (—1) aus jedem Summanden heraus.

q1p273 + P1r2qs + r1qep3 — q3p2T1 — P3r2q1 — r'3q2p1
= (=1) - (—qip2r3 — p1712g3 — T1q2P3 + q3P2T1 + P3T2q1 + T3q2P1)

Daraufhin vertauschen wir noch ein paar Faktoren und ordnen die Summanden um.
Somit wir der letzte Schritt ersichtlicher.

(—1) - (—qipar3 — p17m2g3 — T1q2p3 + q3p2r1 + P372q1 + 13G2P1)
=(=1) - (p1gars + qraps + T1p2q3 — P3qar1 — q3T2P1 — T3P2q1)
Bei der nun erhaltenen Summe handelt es sich nun genau um det(P, @, R). Es gilt also
det(Q, P,R) = (—1) - det(P,Q, R)

Wenn man also nun zwei Spalten einer Matrix vertauscht, so &ndert sich der Wert der
Determinante nicht. Es &ndert sich nur das Vorzeichen. Genau gesehen, haben wir nun
eigentlich nur diese Eigenschaft fiir 3 x 3-Matrizen und fiir das Vertauschen der ersten
und zweiten Spalte iiberpriift. Es dndert sich jedoch auch beim Vertauschen der zweiten
und dritten, sowie ersten und dritten Spalte nur das Vorzeichen. Selbiges gilt auch, wenn
man Zeilen vertauscht. Dieser Beweis erfolgt analog zum gerade ausgefiithrten Beweis.
Ferner haben auch quadratische Matrizen anderer Dimensionen selbige FEigenschaft.

Weiters besitzt die Determinante die Eigenschaft der Linearitat in jeder Spalte. Daher
gilt fiir A, B,C € R3 und o, 3,7 € R:
det(a- A, 8-B,v-C)=a--v-det(A, B,C)
Beweis. Zu Beginn interpretieren wir die drei Punkte als Spalten der Matrix.
a-a; B-bi v-a
det(a- A,-B,y-C)=det [a-ay B-by ~v-c2
a-az B-b3 v-c3
Folgend berechnen wir die Determinante fiir 3 x 3 - Matrizen.
a-ap B-by v-a
det Q- a ﬂbz Y- C2
a-az B-by v-c3
= aay - Bbg - yez + Bby - yeg - aaz + yer - aag - Bbs
— aag - Bby - yer — Bbs - yeg - aay — e - aag - Bby
Da nun in jedem Summanden die reellen Zahlen «, 3, vorkommen, kénnen wir diese
herausheben.
aay - Bbg - yez + by - yeg - aaz + yer - aag - Bbg
— aag - Bby - yer — Bbs - yeo - aar — yes - aag - Bby
=a-fB-y-(ar-br-c3+bi-ca-az+ecr-az-bg—az-by-c1—by-ca-a1—c3-az-by)
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5 VEKTORPRODUKT

Nach genauerem hinsehen lésst sich erkennen, dass die Summe in der runden Klammer
gerade die Determinante det(A, B, C) ist.

a-fB-y-(ar-by-c3+bi-ca-az+er-az-bg—az-by-c1—by-ca-ar—c3-az-by)
=a-f-v-det(4,B,C)

Somit gilt
det(a- A, B-B,v-C)=a-p-v-det(A, B,C)
und der Beweis als abgeschlossen. O

Somit kénnen wir nun zum néchsten Kapitel iibergehen.

5. Vektorprodukt

Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt wird uns im Zusammenhang mit dem Skalarpro-
dukt, welches anschlieflend eingefiihrt wird, sehr niitzlich sein und die Beweise aus dem
Hauptteil immens verkiirzen. Dabei werden wir das Vektorprodukt nur auf Punkte im
Raum anwenden. Das ist kein Problem, da es sich bei Punkte im Raum um dreidimen-
sionale Vektoren handelt.

Im Prinzip erhélt man das Vektorprodukt iiber eine Funktion, die zwei dreidimensionale
Vektoren v, w € R3 auf einen weiteren dreidimensionalen Vektor v x w € R? abbildet,
der normal auf der von v und w erzeugten Ebene steht. Diesen dritten Vektor nennt
man Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von v und w. Die Lénge des Vektorprodukts
entspricht genau der Fléche des Parallelogramms, das von den beiden Vektoren v und w
aufgespannt wird.

Die Abbildung [5] auf Seite [24] soll die Definition des Vektorprodukts visualisieren.

U1 w1
Definition 4. Es seien v = [ vy | ,w = | wy | € R® zwei dreidimensionale Vektoren.
U3 w3
Das Bild v x w der Funktion
V1 w1 Vg - W3 — V3 - W2
-x-:R3xR3—>R3,(v,w)l—>vxw: vo | X |we | := | vy w1 —v1-ws
U3 w3 U1 - W2 — V2 W1

beziiglich der Vektoren v und w nennt man dann Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von
v und w.

Beispiel:
5 4
Wir kennen die Punkte P = % , Q@ = | 2| und mo6chten uns das Vektorprodukt P x ()
3 8
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5 VEKTORPRODUKT

® uxw
v
U X W
w
Abbildung 5: Vektorprodukt
berechnen.

2 16 16 18 2
5 4 5:8-3-2 3 —6 33 —3
PxQ= % x|12l=13-4-5-8]=112—-40| = —28 =1-28
2 3 30 8 22
3 8 5-2—-5-4 10 — 3 T3 %

Wie konnte man diese Beispiel nun interpretieren?
2

3
Die Gerade, die durch den erhaltenen Punkt | —28 | und des Nullpunktes hindurchgeht
22

3
steht normal auf der Ebene, welche durch die beiden Punkte P und Q erzeugt wird.
2

3

Weiters entspricht der kiirzeste Abstand des erhaltenen Punktes | —28 | zum Nullpunkt
22
3

genau die Fliache des von P und @ aufgespannten Parallelogramms.

Eine wichtige Eigenschaft ist, dass das Vektorprodukt eines Punktes mit sich selber,
immer den Nullpunkt ergibt.
Es gilt also:

0
VPeR?:PxP=1]0
0
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5 VEKTORPRODUKT

Beweis. Diese Eigenschaft kénnen wir schnell durch nachrechnen beweisen. Dazu schrei-
ben wir den Punkt P als das Tripel seiner Eintréige.

P1 D1

3
PxP S | py| x| p
3 P3

Anschlieend verwenden wir einfach die Definition des Vektorproduktes.

p1 P1 Def. Vektorprodukt P2:P3—P3-p2
p2 | X | p2 = P3-P1—DP1-DP3
p3 p3 pb1-p2 —PpP2-P1

Schlussendlich verwenden wir das Kommutativgesetz um die Faktoren der Produkte zu
vertauschen. So erkennt man dann leicht, dass die drei Komponenten jeweils 0 ergeben.

D2 P3 — D2 P3 0
p3-pr—p3-p1| =10
DP1-P2 — D1 P2 0

O]

Das Vektorprodukt besitzt noch viele weitere praktische Eigenschaften. Eine davon
ist die Linearitit in der zweiten Komponente. Mathematisch ausgedriickt heifit das fol-
gendes.

Vo, B €ERVA,B,CER3:Ax (B-B+~v-C)=p-(AxB)+~-(Ax0O)

Beweis. Wir werden diese Eigenschaft nun mittel Nachrechnen iiberpriifen. Zu Beginn
schreiben wir die Punkte A, B, C als Tripel ihrer Eintrage.

A,B,CcR3 * by €1
Ax(B-B+vy-C) "= ag | X | B |ba| +7 |
as b3 C3

Anschlieflend beniitzen wir zweimal die Skalarmultiplikation und berechnen so - A und
~v-C.

ax by a\\ g [@ B by v
ag | X | B-|b2 | +7:|c2 TET ag [ x [ | B b |+ e
as bs cs as B - b3 v -3
Nun addieren wir die letztens erhaltenen Punkte komponentenweise auf.
“ B . bl 7ra komp. Addition “ ﬁ . bl tya
az | x Bby| + |7 c2 = ag | X | B-ba+v-co
as B - bs v-cs as B-bsg+v-cs
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5 VEKTORPRODUKT

Um uns die Anwendung der Definition des Kreuzproduktes zu erleichtern, versuchen wir
geschickt zu substituieren.

a1 B-bi+v-c1 Substitu di:=0-b1+7v-¢1 a1 dq
ag | x [Bba+y-coa| "ET lde =B bty 2| = |aa | x | do
as B-bg+7-c3 d3:=pB-b3+v-c3 az ds

Daraufhin berechnen wir nun das Vektorprodukt der beiden Punkte.

a d as-ds—asz-d
! ! Def. Vektorprodukt 2 3 3 2
as | X d2 = ag-dl—al-dg,

as ds ap -dg —az - dy

Darauthin folgt nun die Riicksubstitution.

as - dz — a3 - da Riickeubet az-(B-b3+v-c3) —az-(B-ba+7-c2)
as-dy —aq - ds = |az-(B-bi+v-c1)—ar-(B-bz3+v-c3)
ay-dy —ag - dy ai-(B-ba+v-c2) —ag-(B-b1+7v-c1)

Im néchsten Schritt verwenden wir das Distributivgesetz und multiplizieren aus.

az-(B-b3+v-c3) —az-(B-ba+7-c2)
az-(B-b1+~vy-c1)—ar-(B-b3+v-c3)
ar-(B-ba+vy-c2) —az-(B-b1+7v-c1)

Braz-bg+y-az-cg—Pf-az-by—7y-az-c
=|B-a3-bi+vy-az-c1—PB-a1-bg—v-a1-c3
B-ai-ba+vy-ar-ca—pF-az by —v-az-ct

Jetzt werden wir die Summanden der Summen jeder Zeile neu anordnen. Dadurch ist
der vorletzte Rechenschritt leichter zu erkennen.

Braz-byg+y-az-cg—pf-az-by—7-az-c
B-az-bi+vy-az3-c1—pF-ar-bg—v-ar-c3
B-ai-ba+y-a1-ca—B-az-by—7y-az-c

ot [Bra2 03— Brag byt yrares—y-az-e
= Braz-by—pB-ar-bg+y-az-c1—vy-ar-cs
B-ay-by—pB-az-by+vy-a1-c2—7y-az-c

Im folgenden Schritt verwenden wir wieder das Distributivgesetz und heben die reellen
Zahlen 8 und v heraus.

cag-by—pP-az-bp+v-az-c3—7y-az-ca
cag by —pf-ar-bg+y-az-c—y-ar-c3
cay-by—frazg-bit+y-a1-ca—7-az-a
(a2 -bg —ag-bg) +v-(ag-c3 —az o)
-(ag-b1—al-b3)+7~(a3'cl—a1-03)
(a1 -by —az-b1)+v-(ar-c2—az-cp)

herausheben

D D@
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5 VEKTORPRODUKT

Nun kénnen wir mithilfe der komponentenweisen Addition den erhaltenen Punkt als
Summe von zwei Punkten schreiben. Wir verwenden diese Addition nun nicht so wie
iiblich, sondern wir gehen den umgekehrten Weg.

+7-(az-c3 —az-ca)
+7-(az-c1 —ay-c3)
+7-(a1-c2—az-cy)
v-(az-c3—az-ca)
+|v-(az-c1 —a1-c3)
-

al-CQ—ag‘Cl)

-(ag - bg —asz - by
la 'bl—al-bg

)
)
by —ag - by)
)
)
)

w

~b3 —ag - by

<
)

komp. Addition.

'bg—a2~b

IS
w

T D™
A~~~ E\A/-\

Q
=

Schlussendlich machen wir wieder von der Skalarmultiplikation Gebrauch und ziehen
einmal 8 und einmal v heraus. Weiters kénnen wir nun zwei Vektorprodukte wiederer-
kennen.

B+ (az-bs —as - by) v (ag-c3—ag-ca)
B-(az-by—a;-b3) |+ v (az-c1—ay-c3)
B (a1 -by—az-br) v-(a1-ca—ag-cr)

ag'bg—ag'bQ ag - C3 — asz - €y
=pB-lag-by—ay-b3|+~v-|az-c1—ai-c3
ai-by —az- by ai-cy—az-cy

=AxB =AxC

— B (Ax B)+7-(AxC)
Es gilt also fiir alle Punkte A, B,C € R3 und alle reellen Zahlen «, 8 € R, dass

Ax(B-B+~v-C)=p-(AxB)+~v-(AxC)

Das Vektorprodukt ist auch in der ersten Komponente linear. Es gilt also
VYo, eRVA,B,CeR?: (B-B+v-C)x A=p-(BxA)+~-(C x A)

Diese Eigenschaft lasst sich komplett analog beweisen. Daher werden wir uns diesen Be-
weis an dieser Stelle sparen.

Das Vektorprodukt ist also in der ersten als auch in der zweiten Komponente linear.
Zusammenfassend sagt man nur mehr, dass das Vektorprodukt bilinear ist.

Wir konnten uns nun eine wichtige Eigenschaft des Vektorproduktes erarbeiten, welche
wir im Teil ”Sphérische Trigonometrie” fiir einen Beweis benttigen werden.

Ich mo6chte noch unbedingt erwédhnen, dass das Vektorprodukt nicht kommutativ ist.
Es gilt also fiir zwei Punkte A, B € R3, dass A x B # B x A.

Um ein Gleichheitszeichen schreiben zu kénnen, miisste man eine Seite der Gleichung
mit (—1) multiplizieren. Diese Eigenschaft wird im Kapitel m auf Seite [32| in der Form
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6 SKALARPRODUKT

eines Hilfssatzes prasentiert und auch bewiesen.

Somit haben wir uns ausreichend Viel iiber das Vektorprodukt erarbeitet und kénnen
zum néchsten Kapitel iibergehen, in welchem wir tiber ein weiteres wichtiges Konzept
der Mathematik sprechen werden.

6. Skalarprodukt

Da das Skalarprodukt Teil des 6sterreichischen Lehrplans [Bil17] ist, muss keineswegs ge-
nauer auf diese Funktion eingegangen werden. Es soll jedoch dringend beachtet werden,
dass es mehrere Skalarprodukte gibt. Deswegen méchte ich auch nur jenes Skalarpro-
dukt angeben, welches wir dann auch wirklich bendtigen werden. Zuséatzlich sollen einige
wichtige Eigenschaften des Skalarproduktes erwahnt werden.

Die Funktion
() R¥*xR* 5 R,(A,B)— (A, B) =aj by +az - by + a3 - by

beschreibt ein Skalarprodukt. Dieses Skalarprodukt wird auch Standardskalarprodukt
genannt und wird im Rahmen dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen. Wir kénnen also

al bl
von zwei Punkten A = | ag | und B = | by | aus dem selben Raum R3 das Standardska-
as bs

larprodukt berechnen, indem wir jeweils die beiden ersten Eintrige a; und b; miteinander
multiplizieren, die zweiten Eintrdge as und by miteinander multiplizieren und die dritten
Eintrdge as und b3 jeweils miteinander multiplizieren. Anschlieflend addieren wir die
drei erhaltenen Produkte auf und erhalten somit das Standardskalarprodukt der beiden
Punkte A und B.

Beispiel:
3 7
Wir kennen die Punkte P = % und Q = | 2
1 4
3 7 1
<P,Q>=< .12 >=3-7+2-2+1-4:21+1+4:26
1 4

Die beiden Punkte P und @ besitzen demnach das Standardskalarprodukt 26.

Analog kénnen wir das Standardskalarprodukt auch fiir zwei Punkte im zweidimen-
sionalen Raum definieren. Also fiir Punkte die sich im R? befinden.

Beispiel:
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6 SKALARPRODUKT

Wir kennen die zwei Punkte im zweidimensionalen Raum P = (Z) und Q = <5>

1
ra=((2).()) 5511500

Das Standardskalarprodukt von P und @) lautet demnach 19.

Weiters besitzt ein Skalarprodukt drei wichtige Eigenschaften, die unbedingt erwihnt
werden miissen. Diese drei Eigenschaften werden im folgenden konkret fiir unser Stan-
dardskalarprodukt angegeben.

e Das Standardskalarprodukt ist symmetrisch. Das bedeutet fiir zwei Punkte A, B €

R3, dass
(A,B) = (B, A)
gilt.
Beweis. Es seien A, B € R3.
al bl
(A,B>—< az |, | b2 >—a1-b1—|—a2-b2+a3-bg
as b3

Nun beniitzen wir das Kommutativgesetz, in dem wir die Gleichungen a; - b; =
b1 - a1, ag - by = by - as und ag - bg = b3 - ag verwenden.

Kommutativgesetz

ay-by+as-by+asz-bs by a1 +by-as+b3-as

b1 al
:< b2 , | a2 >:<B,A>
bs as
Somit gilt also nun
(A,B) = (B, A)
O

e Wenn man das Standardskalarprodukt eines Punktes 0 # A € R3 mit sich selber
bildet, so ist es immer definitiv positiv. Also gilt

(A, 4) >0
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6 SKALARPRODUKT

Beweis. Es sei 0 # A € R3.

al aq
(A,A>:< az |, | a2 >:a%+a§+a§
as as

Diese Summe wiirde genau dann gleich 0 sein, wenn alle drei Komponenten gleich
0 wéren. Dieser Fall trifft jedoch nicht ein, da in den Voraussetzungen A # 0
angenommen wurde. Eine Summe von Zahlen ist genau dann positiv, falls jeder
ihrer Summanden positiv ist. Da die Summanden der Summe a3 +a3+a% Quadrate
sind, miissen diese auch positiv sein. Somit gilt nun

a? + a3 + a5 >0

—~ =~ =~

>0 >0 >0

und die Eigenschaft als bewiesen. O

Das Standardskalarprodukt ist so wie das Kreuzprodukt bilinear. Fiir drei drei-
dimensionale Punkte A, B,C € R? und fiir zwei reelle Zahlen d, e € R gilt daher:

(d-A+e-B),C)=d-(A,C)+e-(B,C)
und

(A,(d-B+e-C))=d-(A,B)+e-(A,C)

Beweis. Es gentigt die Linearitat der ersten Komponente zu zeigen, da die Linea-
ritdt der zweiten Komponente analog bewiesen wird.
Im ersten Schritt schreiben wir die Punkte A und B als Tripel ihrer Eintrage.

A,B€R? a“ b1 “
(d-A+e-B),C) "= <d- ag | +e-|b2|,|c >
as bs &

Nun werden wir zweimal die Skalarmultiplikation verwenden und anschlieffend die
beiden neu erhaltenen Punkte komponentenweise miteinander addieren.

al b1 C d-a1 €~b1 C1
<d~ a9 +e- b2 , | C >Skalaémult.< d’CLQ + e‘bg , | C2 >

as b3 C d - as e b3 C3

w N =

N Add d-apr+e-b c1
Ompi < d~a2+6'b1 , | C2 >

d-az+e-by c3
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6 SKALARPRODUKT

Nun berechnen wir das Skalarprodukt.

d-apr+e-b Cc1

< d-as+e-by|,|co >
d'a3+€'b3 C3

= (d-al—i-e'bl)-cl+(d'a2+e-bg)'62+(d-a3+e‘bg)'03

Im folgenden Schritt verwenden wir das Distributivgesetz und multiplizieren aus.

(d-ar+e-by)-c1+(d-ag+e-ba)-co+(d-a3+e-b3)-c3
= d-ay-ci+e-by-ci+d-as-cot+e-byg-co+d-ag-c3+e-bs-c3

Jetzt machen wir abermals vom Distributivgesetz Gebrauch und heben die Zahlen
d und e wie folgt heraus.

d-ai-c1+e-by-c1+d-ay-cote-by-co+d-az-cg+e-bg-c3
= d-(a1-c1+az-ca+az-c3)+e-(by-c1+by-ca+b3-c3)

Bei der Summe a1 - ¢1 + a9 - co+ as - c3 beziehungsweise by - ¢1 + bs - ¢ + b3 - c3 handelt
es sich um das Standardskalarprodukt (A4, C) beziehungsweise (B, C). Daher gilt

nun
d-(a1-c1+ag-ca+az-c3)+e-(by-c1+ba-ca+bs-c3)
=(A,C) (B,C)
= d-(A,C)+e-(B,C)
Dadurch konnten wir die dritte Eigenschaft des Skalarproduktes beweisen. O

Nun kommen wir noch zu einer sehr wichtigen Figenschaft unseres Standardskalarpro-
duktes, derer Nutzung nicht nur fir die Herleitung des Konzepts des "Fuflpunkt des
Lotes” sondern auch im Zuge der Beweise im Hauptteil unverzichtbar ist.

Es seien A und B zwei Punkte eines euklidischen Raumes, deren Geraden durch 0 auf-
einander normal stehen. Dann gilt:

(A,B) =0

Zusammenfassend ist das Standardskalarprodukt zweier Punkte, welche zwei zueinander
normalstehende Geraden erzeugen, immer gleich 0. Diese Eigenschaft zu beweisen macht
nicht viel Sinn, da sie eng mit der Herleitung und Definition des Skalarproduktes ver-
bunden ist. Darauf werden wir auch nicht weiter eingehen, da wir uns sonst noch néher
mit den Inhalten der linearen Algebra auseinandersetzen miissten.

So konnten wir uns nun alles erarbeiten, was wir beziiglich Skalarprodukte wissen miis-
sen.
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7 VIER HILFSSATZE

7. Vier Hilfssatze

In diesem Kapitel sollen vier Hilfssdtze, sogenannte Lemmata, besprochen und bewie-
sen werden. Diese Lemmata zeigen niitzliche Zusatzinformationen und Zusammenhénge
zwischen Vektorprodukte, Determinanten und Skalarprodukte auf. Diese Zusatzinforma-
tionen werden uns einige Beweise in den néchsten groflen Teilen erleichtern.

7.1. Lemmal

Fiir zwei Punkte im dreidimensionalen Raum A, B € R3, soll folgendes gelten.

Ax B=—(BxA)

Beweis. Durch einfaches Nachrechnen kénnen wir die Gleichung beweisen. Dabei starten
wir von der linken Seite der Gleichung und versuchen durch ausgewéhlte Rechenschritte
eine Gleichheitskette zu der rechten Seite der Gleichung zu bilden.

Zu Beginn werden wir die Punkte A und B als Tripel ihrer Eintrége schreiben, um das
Vektorprodukt leichter berechnen zu kénnen.

a b az-bs—as-b

A,BeR? ! ! Def. Vektorprodukt 278 3772

Ax B = as | X bg = ag'bl—a1~bg
as b3 al'bg—ag'bl

Im néchsten Schritt wenden wir das Distributivgesetz an und heben (—1) von jedem der
drei Eintrage heraus.

a2 b3 T b2 herausheben (_1) . (CL3 ' b2 T b3)
az-by —ay - b3 = (1) (a1 -b3 —asz-by)
a1 by —as- by (=1)-(ag-by —aq - ba)

Weiters konnen wir jetzt die Definition der Skalarmultiplikation verwenden, um so (—1)
“herauszuziehen”
(—1) - (a3 - by — az - b3) az by —ag - b3
S e
(_1) ) (Cll ) b3 — a3 bl) kalarmul:tlpllkatlon (_1) Nay- bg ~a- bl
(=1) - (az - by — a1 - by) az by —ay - by
Nachdem wir die Faktoren paarweise, mithilfe des Kommutativgesetzes, vertauscht ha-

ben, erkennen wir die Moglichkeit, die Definition des Vektorproduktes abermals zielbrin-
gend einzusetzen.

=

2 - a3 — bz - as
3-a1 —b1-as
1-a2 —by-aq

as - by —as - b3 .
t.
(_1> . al . b3 _ a3 X bl ver agsc en (_1) .

az-by —ay - by

S o

=BxA
Def. Vektérprodukt(_n (Bx A)=—(B x A)

Daher gilt fiir alle Punkte A und B aus dem R? die Gleichung A x B= —(B x A) O
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7.2. Lemma 2

Fiir drei Punkte im dreidimensionalen Raum A, B, C € R3, soll folgendes gelten.

al b1 C1
(Ax B,C)=det [ag by co| =:det(A,B,C)
ag bz c3

Beweis. Wie beim vorherigen Lemma, erhélt man den Beweis durch einfaches Nachrech-
nen. Zu Beginn verwendet man die Definition des Vektorprodukts fiir A x B.

(Ax B,C)

asbs — azb
Def. Vektorprodukt 273 372
= b1a3 - a1b3 5 C

a1ba — bras

Nach diesem Schritt berechnen wir das Skalarprodukt, indem wir die Definition des Ska-
larproduktes (abgekiirzt Skp.) beniitzen.

a2b3 — agbg C1 Def Sk
< b1a3 — a1b3 , | C2 > = P (CLng — agbg) +C1 + (b1a3 — albg) *C9 + (a1b2 — blag) + C3
a1b2 — bla2 C3

=C

Nun verwenden wir das Verteilungsgesetz, welches auch Distributivgesetz genannt wird,
und multiplizieren aus.

(a2bz — azba) - c1 + (braz — a1b3) - c2 + (a1b — braz) - c3

ausmultiplizieren
= asgbszcy — cragbs + biagca — ajbzca + arbacs — brascs

Nun erhélt man eine Summe, derer Summanden Produkte sind. Anschliefend werden
diese neu angeordnet. Dabei vertauschen wir auch zusétzlich die Faktoren der Produkte.
Zum Beispiel wird aus aobzc; dann ciaqbs.

asbszcy — cragba 4 biazca — arbzca + arbacs — brascs

neu anordnen
= arbacs + biceas + crasbs — azbacy — bzcoar — c3azby

Es lésst sich jetzt leichter erkennen, dass die Summe genau die Determinante von der
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ar b
Matrix | as by c¢o | ist.
as by c3
aq bl C1
a1b203+b162a3+01a2b3—agbgcl—b362a1—63a2b1 Def. Detgminante det a bQ Co
ag bz c3

Schlussendlich haben wir durch Anwendung erlaubter Rechenregeln und bekannten De-
finitionen eine Gleichheitskette hergestellt. So haben wir das Skalarprodukt vom Anfang
in eine Determinante umgeschrieben. Daher gilt also:

ap by ¢
(Ax B,C)=det [aa by co| =det(4,B,C)
as by c3

7.3. Lemma 3

Fiir drei Punkte im dreidimensionalen Raum A, B, C € R3 soll folgendes gelten.
(A,C)-B—(B,C)-A=(AxB)xC
Beweis. Auch dieses Resultat wird durch Nachrechnen gezeigt. Nachdem man sich ver-

gewissert hat, dass Punkte im dreidimensionalen Raum Zahlentripel sind, berechnet man
das Skalarprodukt (A, C) und (B, C).

(A,C)-B—(B,C)- A

a c b b c a
A,B,C€eR3 ! ! ! ! !
= as [, leca| ) [b2| —( b2, 2| ) |ae
c3 b3 b3 c3 as

[y

2
as
Skp. berech b “
. berecnnen
P °E (arc1 + agby + ages) - | ba | — (bicy + baca + bses) - | az
bs as
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Da es sich bei Skalarprodukte um reelle Zahlen handelt, konnen diese komponentenweise
mit den Punkten B und A multipliziert werden.

b1 ay

(CLlcl + a262 + agcg) . b2 - (blcl + b262 =+ 6303) -l as

b3 as

. ((arc1 + azba + ages) - by (bic1 + baca + bzez) - aq
Skalarmultiplikation

= (a1c1 + agby + azcg) - by | — | (bici + baca + b3cs) - as

(a1c1 + agby + azcs) - b3 (b1c1 + baca + bacs) - a3

Nach dem Ausmultiplizieren, erhélt man durch komponentenweises Subtrahieren einen
neuen Punkt. Zuséatzlich werden die Faktoren der Summanden so angeordnet, sodass der
erste Faktor immer eine Komponente von A, der zweite Faktor eine Komponente von B
und der dritte Faktor eine Komponente von C' ist. Zum Beispiel wird aus ascob; nach
Tausch der Reihenfolge der Faktoren asbycs.

(a1c1 + agbs + aszes) - by (bic1 + baco + baes) - aq
(a1c1 + agby + agez) - by | — | (bicr + baca + bscs) - az
(arc1 + agby + ages) - b (bicy + bacy + bscs) - as

o ajciby + azcoby + azesby biciray + baceay + bzczay

ausmultiplizieren
= aiciba + ascoby + agegbo | — | bicras + bacsas + bycszas
aicibs + ascabs + asesbs bicrasg + bacsas + bscsas

asbrCl + agbico + azbics — aybrer — arbaca — arbscs
arbacy + asbscs + agbacz — azbicy — asbats — asbscs
aybscy + azbzea + asbscs — agbicr — agbaca — ashscy
a2b102 + (13b103 — aleCQ — albgcg
= | a1bac1 + agbacs — agbicr — asbscs
a1b301 + agbgcg — agblcl — angCQ

komp. Subtrahieren

Nachdem man die Summanden der drei Komponenten neu angeordnet hat, werden die
Komponenten von C, also ¢, co und c3, wie folgt herausgehoben.

35



7.3 Lemma 3 7 VIER HILFSSATZE

a2b102 + a3b103 — a1b202 — a1b303
aibacy + agbacs — azbicr — asbzcs
a1b361 + a2b362 — agblcl — angCQ

b1a363 — a1b363 — a1b202 + b1a262

anordnen
= aibacy — brascy — agbzes + baazes
agbzca — baaszcy — brazer + arbzey
(b1a3 — albg) +C3 — (a1b2 — blaz) +C9

herau;heben (ale _ blag) o (a2b3 _ b2a3) - C3

(CLng — bgag) +Cy — (b1a3 — albg) - C1

Nun werden, im Sinne der Ubersichtlichkeit, drei Substitutionen vorgenommen. Das be-
deutet konkret, dass drei Differenzen einen neuen Namen bekommen. Dadurch ist der
iibernéchste Schritt ersichtlicher.

(a2b3 — b2a3) =1
(blag — albg) =09
(a1b2 — blag) = U3

Demnach erhalt man:

(brag — a1bs) - ¢z — (a1bz — braz) - ¢ Substitution [ V263 T €203
(a1by — brag) - c1 — (agbg — baag) -3 | "= | cpvz — vics
(a2bg — boas) - ca — (biaz — a1bs) - c1 v1C2 — €102

Durch die Subtitution ldsst sich nun leichter erkennen, dass es sich bei dem Punkt

VoC3 — C2U3 (%] C1
c1v3 — v1cg | um das Vektorprodukt von | ve | X | ¢ | handelt. Also:
V1C2 — C1V2 VU3 c3

v2C3 — a3 Def. Vektorprodukt v ‘1

C1vV3 — V1C3 = V2| X | C2

V1€ — C1V2 U3 Cc3

Fihrt man nun eine Riicksubstitution aus und verwendet nochmal die Definition des
Vektorproduktes, erhédlt man das erwiinschte Resultat und hat damit das Lemma 2
bewiesen.

U1 c1 asbs — baag c1
Ricksubstitution

V2| X | Co = b1a3 — (Ilbg X | c2

U3 c3 ajbe — bras c3
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Def. Vektorprodukt ! bl a
= as | X | by X |ea| =(AxB)xC
as b3 3

7.4. Lemma 4

Fiir vier Punkte im dreidimensionalen Raum A, B, C, D € R3, soll folgendes gelten.

Beweis. Wie bei den vorherigen Lemmatas kénnen wir das erwiinschte Resultat durch
Nachrechnen erzielen. Zu Beginn verwenden wir vier mal die Definition des Skalarpro-
dukts.

(A,C)-(B,D)—(B,C)-(A,D)

s /(@ c1 b1 dq b1 c1 ai dq
ABCDER < az |, | c2 > . < by |, | d2 > - < by |, | c > : < az |, | d2 >
as 3 b3 ds b3 3 a ds
Sk:p' (alcl + asco + agcg) . (bldl + badsy + bgdg) — (blcl + boco + 6363) . (Cbldl + asdy + agdg)

Ausmultiplizieren fiihrt hier dazu, dass man anschlieend einige Summanden der ent-
standenen Summe streichen kann.

(a101 + asco + agcg) . (b1d1 + bodo + b3d3)
—(b101 + boco + 1)363) . (a1d1 + asds + a3d3)

ausmultiplizieren wnerbrdy - ayerbods + ayerbads + ascobydy
+asesbads + azcabsds + azesbidy + azesbads + azesbsds
—(breratdy + biciagds + biciazds + bacaardy
+bacoazdy + bacaasds + bzczardy + bsczazds + bycsazds)

Nun werden die Summanden neu angeordnet.

aic1bads + arc1bsds + agcabidy + agcabsds + azesbidy + azcegbads
—(b161a2d2 + bicrasds + bacoardy + bacgazds + bycsardy + b363a2d2)

anordnen
= a2b302d3 — agbgcgdg — a3b202d3 + a3b203d2

+a3b163d1 — agblcldg — alb303d1 + a1b301d3

+aibacidy — a1bacady — agbicida + azbicady
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Der néchste Schritt ist nicht sofort ersichtlich. Man kann sich aber leicht von der Richtig-
keit iiberzeugen in dem man eine Probe ausfithrt. Wenn man bei der ndchsten Gleichung
die rechte Seite der Gleichung ausmultipliziert, erhélt man die linke Seite.

asbzcads — agbscsda — agbacods + agbacsds

+asbiczdy — agbicidz — arbsesdy + arbseids

+a1l)261d2 — a1b202d1 — GlecldQ + a2b162d1

= (agbz — agby) - (cadz — c3dz) + (azby — a1b3) - (c3dy — c1ds) + (a1by — agby) - (c1da — cady)
Bei der erhaltenen Summe handelt es sich um ein Skalarprodukt.
(a2bg — azba) - (cads — c3da) + (azby — a1b3) - (c3dy — c1d3) + (a1ba — agb1) - (c1da — cady)

- asbs — azbo cod3 — c3do
= < braz —bzay |, | dics — dzeq >

arby — azby c1da — cady

Nach zweifacher Anwendung der Definition des Vektorproduktes hat man das Lemma 4
bewiesen.

biaz —bzay |, | dicg — dzcq ((Ax B),(C x D)

< agbg — a3b2 ngg — ngz
albg — a2b1 Cldg — 02d1

> VektorBrodukt

= (A,C)-(B,D) — (B,C) - (A,D) = ((A x B),(C x D))

O
Zusammenfassend mochte ich die bewiesenen Lemmata nochmal auflisten.
Es gilt also nun fiir A, B,C, D € R3:
Ax B=—(BxA) (Lemma 1)
(Ax B,C)=det(A,B,C) (Lemma 2)
(A,C)y-B—(B,C)-A=(AxB)xC (Lemma 3)
(4,C) - (B,D) — (B,C) - (A, D) = (A x B), (C x D)) (Lernma 4)
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8 NORMEN

8. Normen

Im Schulunterricht hat man regelméflig mit Normen zu tun. Dennoch werden diese mei-
ner Meinung nach, obwohl ihre Wichtigkeit in der Mathematik aufler Frage steht, nicht
griindlich genug eingefiihrt. Aus diesem Grund mochte ich in diesem Kapitel klaren, wie
Normen eigentlich genau definiert sind. Zusétzlich mochte ich zwei Normen aufgreifen,
welche wir im Hauptteil bendtigen.

Bevor wir jedoch dazu kommen koénnen, ist es meines Erachtens sinnvoll, die reelle Be-
tragsfunktion einzufithren. Weiters benétigen wir im Zusammenhang mit Normen die
Cauchy - Schwarz’sche Ungleichung. Auch diese soll formuliert und bewiesen werden.

8.1. Betragsfunktion
Definition 5. Die Funktion

T, falls x > 0
x = x|:=
—x, fallsx <0
nennen wir reelle Betragsfunktion oder einfach nur Betragsfunktion.

Sie bildet jede positive reelle Zahl auf sich selbst ab und multipliziert jede negative
reelle Zahl mit (—1). Bei einer positiven Zahl dndert sich dementsprechend nichts, wo-
hingegen die Funktion einer negativen Zahl das Vorzeichen nimmt. So ist beispielsweise
|4) =4 und | — 6| = 6.

8.2. Definition und Beispiele

Nun kommen wir zur Definition einer Norm:

Definition 6. Es sei V ein reeller Vektorraum. Die Funktion
I+ V= [0, 00)

heifit Norm auf V', falls fiir alle v,w € V und ¢ € R gilt, dass:

(N1) ||v]|=0=v=0

(N2) |lc- vl =l - [[v]]

(N3) |lv 4wl < [v]| + [[w]

Man definiert demnach eine Norm iiber drei Eigenschaften. Man nennt also jede Funk-
tion, welche einen Vektor auf eine positive reelle Zahl abbildet und welche die beschrie-
benen drei Eigenschaften besitzt, eine Norm.
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||P[| = /vl + 13

(5) - C

Abbildung 6: Euklidische Norm

Die Funktion

I : R? = [0, 00)

P ||P|| == \/pi + p3

bildet einen Punkt in der Ebene auf seinen kiirzesten Abstand zum Nullpunkt ab. Das
P
P2
besitzt den Normalabstand p; zur y-Achse und den Normalabstand py zur x-Achse. Nun
kann man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten p; sowie po und mit der Strecke
von P zum Nullpunkt als Hypotenuse einzeichnen. Laut Pythagoras ist die Lange dieser

kann man sich im zweidimensionalen Raum leicht tiberlegen. Der Punkt P =

Hypotenuse nun 1/p? + p3. Die Léinge der Hypotenuse ist wie schon erwihnt der kiirzeste

Abstand vom Nullpunkt zum Punkt P. Zu diesen Uberlegungen dient die Abbildung |§|
auf Seite Jedenfalls nennt man diese Funktion euklidische Norm. Wie der Name
vielleicht schon verrédt, handelt es sich bei dieser Funktion um eine Norm fiir Punkte im
zweidimensionalen Raum.

Diese Behauptung werden wir bald verifizieren. Dazu benétigen wir jedoch die Cauchy
- Schwarzsche Ungleichung, welche wir nun behandeln werden.
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8.3. Cauchy - Schwarz - Ungleichung

Im Allgemeinen wird die Cauchy - Schwarz - Ungleichung als Satz im R” fiir n € N
bewiesen. Da wir jedoch das Standartskalarprodukt benotigen, welches wir im Sinne
der Einfachheit, nur fiir den zwei - und dreidimensionalen reellen Vektorraum definiert
haben, werde ich auch die Allgemeinheit der Ungleichung beschrinken. Ich werde nun,
wie folgt, den Satz im R? behandeln und darauf hinweisen, dass der Satz analog fiir den
R3 formuliert und bewiesen werden kann.

Satz 4 (Cauchy - Schwarz - Ungleichung).
VA,BE€R?: (A,B) <||A|-|B]

Beweis. [htt] Wir werden den Beweis dieser Ungleichung in zwei Teile aufteilen. Der
eigentliche Beweis wird im zweiten Teil stattfinden. Es wird fiir den zweiten Teil jedoch
ein Zwischenergebnis gebraucht, welches wir im ersten Teil erarbeiten.
Teil 1 Es seien 4, B € R? mit |A| = |B| = 1.
Aufgrund der Positivitat des Skalarproduktes gilt folgende Ungleichung.

Positivitat

(A-B,A-B) > 0

Im néchsten Schritt verwenden wir die Bilinearitdt des Skalarproduktes.
(A—B,A-—B)>0
PIlinggritat 4 A) — (A, B) — (B, A) + (B, B) > 0
Da das Skalarprodukt symmetrisch ist, gilt daher (A, B) = (B, A). Diese Eigen-
schaft werden wir im néchsten Schritt ausniitzen.
(4,4) = (A,B) — (B, A) + (B, B) >
A, B

B >0

VRIS (A, A) — (A, B) — (A, B) + (B, B) > 0

& (AA)—-2-(A,BY+ (B,B) >0
Nun wollen wir die Skalarprodukte (A, A) und (B, B) geschickt umschreiben. Dazu
schreiben wir die Punkte A und B als Paare ihrer Eintrdge. Somit geht uns die
Berechnung der Skalarprodukte leichter von der Hand. Schlussendlich kénnen wir

dann einen niitzlichen Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und euklidischer
Norm erkennen und verwenden.

(A,A) —2-(A,B) + (B, B)

A <<> | ()> —2(4,B) + <(§2) | <23>>

P DM (02 1 03) 2 (A, B) + (B} + 1) > 0
w—/ W—/

=||AlJ? =||B|”

v

0

v
o

41



8.3 Cauchy - Schwarz - Ungleichung 8 NORMEN

Teil 2

Wir haben fiir die Punkte A und B vorausgesetzt, dass ihr Abstand zum Nullpunkt
genau 1 ist. Also gilt ||A| = ||B|| = 1. Daher ist ||A||* = ||B||* = 12 = 1. In unserer
Ungleichung eingesetzt, ergibt diese Substitution folgendes.

1A = 2- (A, B) + [|B|* > 0

2 2
IAPELPI=ty 9 A, By +1>0
©2-2.(A,B)>0

2 heragheben 9. (1 . <A,B>) > 0
E1-(A4,B)>0
&P > A, B)

Fiir Punkte A, B € R? mit ||A|| = ||B|| = 1 gilt demnach nun, dass deren Skalar-
produkt kleiner gleich 1 ist. Also:

VA,B € R?mit |A|| = | Bl =1:(4,B) < 1
So kénnen wir nun zum zweiten Teil iibergehen.

In diesem zweiten Teil mochten wir nun mithilfe des Resultats aus dem ersten Teil
die Aussage des Satzes, niamlich "VA, B € R?: (A, B) < ||A|| - | B|| 7, beweisen.

Es seien A, B € R?. Ausgehend vom Skalarprodukt (A, B) wollen wir nun eine
Ungleichungskette bilden und zu [|A|| - || B|| gelangen. Im ersten Schritt erweitern

wir A beziehungsweise B geschickt mit H%H beziehungsweise mit %.

<AvB>=<A-”A” B.HBH>

1Al 1B
—— ——
=1 =1
Nun werden wir wieder die Bilinearitat des Skalarproduktes niitzen und so einmal
|Al| und ||B]| aus dem Skalarprodukt ”herausziehen”.

||A|| ‘B||> Bilinearitat A B
A EN g LY Bttty gy <>
< 1B] ERE]

1Al
~——
=1 =1
Nun sind wir an dem Punkt angelangt, das Resultat aus dem ersten Teil niitzen
zu konnen. Dazu stellen wir noch eine wichtige Uberlegung an. Was bedeutet denn
ﬁ? Der Punkt A wird durch seinen Abstand zum Nullpunkt ndmlich || A|| geteilt.

Der neue Punkt % liegt zwar noch auf der selben Gerade, die durch A und

dem Nullpunkt hindurchgeht, jedoch besitzt dieser Punkt nun den Abstand 1 zum
Nullpunkt.

AN Bl —1; ; ; A B
Da nun gy | = | gy | = 1 st it taue Tedl 1 nun (dp. ) <1
A B
A1 181 () < 1AL 1Bl -1 = 141 1)
—_—
<1
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O]

Es gilt nun also
VA, B eR?: (A, B) <|[|A] - |B|

Dieser Satz gilt auch fiir dreidimensionale Punkte aus dem R3. Der Beweis dazu ver-
1duft komplett analog zum Beweis des zweidimensionalen Falles. Auch die Definition der
euklidischen Norm auf dem R? verliuft analog.

8.4. Euklidische Norm

In diesem Unterkapitel wollen wir nun testen, ob es sich bei der euklidischen Norm
tatsdchlich um eine Norm handelt. Dazu iiberpriifen wir ihren Definitionsbereich und
die drei Eigenschaften einer Norm.

Wie schon erklért wurde, handelt es sich bei zweidimensionale Punkte um Vektoren.
Somit ist der R? ein Vektorraum und es miissen nur mehr die drei Eigenschaften N1, N2
und N3 iiberpriift werden.

(N1) Zur Uberpriifung der ersten Eigenschaft nehmen wir an, dass die Norm vom Punkt
A gleich 0 ist, also dass |[|A|| = 0. Daraus wollen wir nun folgern, dass A der
Nullpunkt sein muss. Zu Beginn wenden wir einfach die Definition der euklidischen
Norm auf A an.

[Al =0

Definjtion
=" /a2+ a3 =0

Die Wurzel einer Zahl ist immer jene positive Zahl, deren Quadrat die urspriing-
liche Zahl ist. Und da 0 -0 = 0 gilt, ist demnach also v/0 = 0. Es kann auch keine
andere Zahl geben, deren Wurzel 0 ergibt. Die Wurzelfunktion ist ndmlich eine
streng monoton wachsende Funktion. Daher werden unterschiedliche Argumente
auf unterschiedliche Funktionswerte abgebildet. Das bedeutet, dass kein Argument
auf den Funktionswert eines anderen Arguments abgebildet wird. Bei der Wurzel-
funktion wird also nur ein Argument auf die 0 abgebildet und zwar die 0 selbst.

0=0
VIS0 2 4 a2 =0

Nun haben wir eine Summe von Quadraten erhalten, die 0 ergeben muss! Da
Quadrate immer positiv sind, kann die Summe nur dann 0 werden, wenn alle
Quadrate 0 sind.
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(N2)

Ein Quadrat einer reellen Zahl ist genau dann 0, falls die reelle Zahl selbst 0 ist.
a% = a% =0
=>a=a =0

Dadurch konnten wir zeigen, dass beide Eintrdge von A gleich 0 sind. Somit ist A
der Nullpunkt.

a] = ag = 0
a9 0
Falls die Norm von A gleich 0 ist, so folgt daraus, dass A der Nullpunkt sein muss.
Mathematisch ausgedriickt, gilt nun also:
A =0=A=0

Die Eigenschaft (N1) lasst sich durch eine geometrische Interpretation eindriick-
lich plausibilisieren. Fiir einen Punkt A bedeutet |A|| = 0, dass der Abstand des
Punktes A zum Nullpunkt gerade 0 ist. Ein Punkt der keinen Abstand zum Null-
punkt hat, muss der Nullpunkt selbst sein.

Die euklidische Norm erfiillt also die erste Eigenschaft (N1) einer Norm.

Auch die zweite Eigenschaft einer Norm gilt es zu iiberpriifen. Fiir den zweidimen-
sionalen Punkt A € R? und der reellen Zahl ¢ € R soll nun

le- Al = fe] - [[A]l

gelten.

Im ersten Rechenschritt erinnern wir uns daran, dass der Punkt A zweidimen-
sional ist und schreiben ihn anschlieflend als Paar seiner Eintrége.

(o)

Da ¢ € R eine reelle Zahl ist, kénnen wir zweitens eine komponentenweise Ska-
larmultiplikation ausfithren. Zur Erinnerung multiplizieren wir ¢ einfach mit jeder

Komponente von A.
<al> (c . al) H
C .
a9 c-as

Im dritten Schritt verwenden wir einfach die, vorher beschriebene, Definition der
Norm eines zweidimensionalen Punktes.

C-aq
C- ay

AeR?
[e- Al 7=

Skalarmultiplikation

Definiti :
efinition ||| \/(C-&1)2 + (c-a2)?
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8.4 Euklidische Norm 8 NORMEN

(N3)

Nun werden wir die reellen Zahlen unter der Wurzel ausquadrieren.

\/(c-a1)2—|—(c-a2)2:\/CQ-a%+c2-a%

Da nun unter der Wurzel eine Summe steht, deren Summanden alle ein ¢? bein-
halten, kénnen wir nun das Distributiv - oder Verteilungsgesetz anwenden und c¢?

herausheben.
Herausheben
Ve2rai+ a3t = 2 - (a? + ad)

Im néchsten Rechenschritt werden wir von einer niitzlichen Eigenschaft der Qua-
dratwurzelfunktion Gebrauch machen. Es gilt ndmlich, dass die Wurzel eines Pro-
duktes gleich dem Produkt der Wurzeln der Faktoren ist. Diese Eigenschaft klingt
in Worten ein wenig kompliziert. Mathematisch notiert, konnte man diese Regel
so umschreiben: /z1 - 22 - 23 ... 2p = /21 - \/Z2 - \/Z3 - ... - /2 fiir n € N und
21,29, 23,...2n, € R. In unserer Rechnung setzen wir diese Eigenschaft wie folgt

eln.
Ve (a2 +ad) = Ve \/a? + a?

Nun wollen wir uns iiberlegen, was es mit V2 auf sich hat. Wie schon einmal,
vor einigen Rechenschritten erwédhnt, handelt es sich bei der Wurzel einer Zahl um
jene positive Zahl, die mit sich selbst multipliziert, die urspriingliche Zahl ergibt.
Somit kénnte man nun intuitiv v¢2 = ¢ annehmen, weil ¢ - ¢ = ¢. Es gilt jedoch
zu beachten, dass ¢ nicht positiv sein muss. In diesem Fall ware V2 = —¢. Um
diesem Problem schnell ausweichen zu kénnen, nehmen wir als Losung einfach den
Betrag von c.

V-
Ve \Ja? + a3 "= o | - \/a2 + a3

Schlussendlich verwenden wir nochmal die Definition unserer Norm fiir zweidi-
mensionale Punkte und konnten so die zweite Eigenschaft von Normen fiir die
euklidische Norm nachweisen.

el - at + a3 = |e] - || A]
——

=/ All
Es gilt also:
le- All = [ef - || All

An dieser Stelle werden wir nun die dritte und letzte ndtige Eigenschaft, welche
Dreiecksungleichung genannt wird, iiberpriifen.

Dazu sei A, B € R2.
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8.4 Euklidische Norm 8 NORMEN

Wir betrachten zu Beginn jedoch nicht ||A + BJ|, sondern wir sehen uns das Qua-
drat davon |4 + B an.
Im ersten Schritt schreiben wir die Punkte A und B wieder als Paare ihrer Eintrége.

(o))

Im zweiten Schritt addieren wir die beiden Punkte in der Norm komponentenweise.

ar) | by a; + by
as bz a9 + bg

Anschliefend verwenden wir die Definition von der euklidischen Norm.

2
H (Z; i Z;) H Def - <\/(a1 +b1)2 + (ag + b2)2>2

Wie schon erwédhnt, ist die Wurzel einer Zahl jene positive Zahl, die quadriert
wieder die urspriingliche Zahl ergibt. Im néchsten Schritt werden wir von der Zahl
(a1 +b1)% + (ag +b2)? die Wurzel ziehen und sie daraufhin wieder quadrieren. Wie
man vielleicht erkennen kann, wird sich dann nichts verdndern, beziehungsweise
kann man erkennen, dass sich das Wurzelziehen und das Quadrieren gegenseitig
aufheben.

2
2
14+ B2 V=R

2 2
komp. Addition

2
(\/(al +b1)% + (a2 + b2)2) = (a1 + b1)* + (az + bo)?
Bei dieser Summe von Quadraten, die wir nun erhalten haben, handelt es sich

a1+ mit sich selbst.
az + by

9 2 Def. Skp a1 + by ay + by
(a1 4+ b1)* + (a2 + b2) = <<a2 n b2>, <a2 n 62>>
—_——

—(A+B)

genau um das Standardskalarprodukt des Punktes (

=((A+ B),(A+ B))
Nun kénnen wir die Bilinearitat des Skalarproduktes verwenden.
((A+B),(A+ B)) =(A,A) + (A, B) + (B, A) + (B, B)

Dank der Symmetrie des Skalarproduktes gilt (4, B) = (B, A). Dieses Resultat
werden wir im néchsten Schritt verwenden.

Skp. symmetrisch <

(A, A)+(A,B) + (B, A) + (B, B)
=(A,A)+2-(A,B)+ (B, B)

A, A)+ (A, B)+ (A, B) + (B, B)
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8.4 Euklidische Norm 8 NORMEN

Fiir den Punkt A+ B haben wir in den letzten Rechenschritten sehen kénnen, dass
die Gleichung ||A + B||* = ((A+ B), (A + B)) gilt. Da A und B beliebige Punkte
aus demR? sind, ist folglich auch A + B ein beliebiger Punkt aus dem R?. Somit
gilt auch fiir alle anderen zweidimensionalen reellen Punkte diese Gleichung. Also

VP e R?: ||P|* = (P, P)

Diese Aussage lasst sich durch Nachrechnen schnell iiberpriifen. Nun wollen wir
diese fiir unseren néchsten Schritt niitzen.

(A,A)+2- (A, B)+ (B, B)

Resultat

|| +2- (A, B) + || B®
Nun werden wir mithilfe der Cauchy - Schwarz’schen Ungleichung das Skalarpro-
dukt (A, B) mit ||A|| - ||B|| abschétzen.

9 9 Cauchy - Schwarz
A" +2- (A, B) +|B]

<[IAl-1B]l

1AI* +2- Al - BIl + | BII*

Im vorletzten Schritt des Beweises konnen wir nun vom binomischen Lehrsatz
Gebrauch machen.

bi . Lehrsatz
LA 2 AL 1B+ I BI P = (1Al + 1B1)*®

Somit ist es uns gelungen eine Ungleichungskette, von ||A + B||* ausgehend, nach
(Al + 1| B||)? zu legen. Somit gilt nun

VA,B € R*: ||[A+ B|? < (| Al + | B|)?

Da beide Seiten dieser Ungleichung aufgrund der Quadrate positiv sind, kénnen
wir ohne weitere Bedenken die Wurzel ziehen. In diesem Fall ist das Wurzelziehen
néamlich eine Aquivalenzumformung.

VA, B € R*: |A+ B|I” < (4] + ||B])?
L VA BeR®:||A+B| < |Al + B

Und somit konnten wir nun (N3) fiir die euklidische Norm nachweisen. Es handelt
sich bei dieser Funktion demnach wirklich um eine Norm.

Wir haben die euklidische Norm nur fiir den zweidimensionalen Raum definiert. Wir
konnen diese Funktion auch ganz allgemein fiir den n-dimensionalen Raum fiir n € N
definieren und nachweisen, dass es sich dabei um eine Norm handelt. Im Sinne der
FEinfachheit halte ich davon jedoch Abstand. Ich méchte die euklidische Norm lediglich
fir den dreidimensionalen Raum definieren.

Die Funktion

I : R® = [0, 00)

P ||P|| :=\/p} + p} + p3

ist auch eine Norm fiir dreidimensionale Punkte. Der Beweis fiir diese Aussage verlauft
analog zum zweidimensionalen Pendant.
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9 FUSSPUNKT DES LOTES

Abbildung 7: Herleitung des Fulpunktes

9. FuBpunkt des Lotes

Um das Konzept von der Entfernung zweier Punkte auf der Einheitskugel verstehen zu
konnen, benotigen wir noch den Begriff des "Fuflpunkt des Lotes” im zweidimensionalen
Raum. Dieses praktische Hilfsmittel werden wir uns nun im néchsten Kapitel herleiten.
Die Abbildung [7] auf Seite [4§] stellt eine Skizze der Herleitung dar.

Gegeben ist ein Punkt und eine Gerade in der Ebene. Legt man nun eine weitere Gera-
de, welche normal zur gegebenen Geraden liegt, durch den gegebenen Punkt, so ist der
Schnittpunkt der beiden Geraden der FuBBpunkt des Lotes.

Diesen Fuflpunkt koénnen wir mithilfe des Standardskalarproduktes hervorragend be-
schreiben.

Wir kennen zwei Punkte 4, B € R? und die Gerade g, welche von B erzeugt wird. Wir
moéchten den FuBipunkt des Lotes Fy(A) von A auf die Gerade g bestimmen. Die Gerade
g enthélt den FuBpunkt und wird von B erzeugt. Somit gibt es eine reelle Zahl ¢ € R
so, dass ¢ - B = F,(A). Der Punkt A — ¢ - B erzeugt eine Gerade, die normal auf g
steht. Daher gilt nun, dass das Skalarprodukt dieser beiden Punkte 0 ergibt. Das ist eine
Eigenschaft des Skalarprodukts. Also gilt (B, A — ¢- B) = 0. Nun konnen wir mithilfe
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9 FUSSPUNKT DES LOTES

der Bilinearitit des Skalarproduktes die reelle Zahl ¢ bestimmen:
(B,(A—c-B))=0

Bilingaritiit (B,A) —c-(B,B) =0
& (B,A)=c-(B,B)

Um ¢ nun bestimmen zu konnen, miissen wir die beiden Seiten der Gleichung durch
(B, B) teilen. Daher miissen wir uns noch vergewissern, dass das Skalarprodukt (B, B)
ungleich 0 ist. Wir wissen, dass der Punkt B die Gerade g erzeugt und daher nicht der
Nullpunkt sein kann. Ferner besagt die Positivitat eines Skalarproduktes, dass "VB €
R2\ {(0,0)} : (B, B) > 0” gilt. Somit ist das Skalarprodukt (B, B) ungleich 0 und wir
konnen ohne Bedenken durch (B, B) teilen. Demnach gilt also

(B, B)
Da wir nun ¢ berechnen kénnen, kénnen wir nun auch den Fufipunkt Fy(A) = ¢- B
bestimmen.
(B, A)
F,(A)=c-B= B
g( ) c <B, B>
——
=c
Beispiel:
8

Wir kennen die beiden Punkte P = ? und @ = 3

Punkt @ erzeugt. Nun wollen wir den Fupunkt des Lotes Fy(P) von P auf g berechnen.
8 2
3)7\5 ]

A5 |

8-2+43-5 (8) 16+15 <8>

. Die Gerade g wird von dem

64 +9 3

|
o0
o0
+
w
w
w

93

248
Somit ist F,(P) = < I >
73

49



10 KOSINUS UND SKALARPRODUKT

10. Kosinus und Skalarprodukt

Nun kénnen wir das Skalarprodukt und die Kosinusfunktion dazu verwenden, den Winkel
zwischen zwei Halbgeraden zu beschreiben. Zusédtzlich kénnen wir mithilfe dieser Errun-
genschaft auch den Abstand zweier Punkte auf der Kugel berechnen. In diesem Kapitel
mochte ich das Bestimmen von Winkeln und Entfernungen mithilfe des Fuflpunkts des
Lotes herleiten und erlédutern.

Es seien A, B € R? reelle Punkte in der Ebene. Die Halbgeraden, die vom Nullpunkt
ausgehend durch den Punkt A beziehungsweise durch den Punkt B gehen, nennen wir
f beziehungsweise g.

Der Winkel zwischen diesen beiden Halbgeraden ist die Lénge des kiirzeren der beiden
Kreisbogen, in welche der Einheitskreis durch die beiden Halbgeraden geteilt wird.|[Paul9|
S. 104]

Der Schnittpunkt der Halbgeraden f bzw. g mit dem Einheitskreis nennen wir A’ bzw.
B’. Wir wollen also die Lange des Bogens zwischen A’ und B’ beschreiben. A’ liegt, so
wie auch A, auf der Geraden f, besitzt jedoch den Abstand 1 zum Nullpunkt. Daher
gilt A" = ﬁ. Durch die gleiche Uberlegung kommen wir auf den Schluss, dass auch

B = ﬁ sein muss. Nun berechnen wir den Fulpunkt des Lotes von A’ auf g. Dieser
ist gegeben durch
A, B
F !/ — < ) . B/
=55

Im Kapitel [§| "Normen” wurde im Zuge des Beweises von (N3) die Aussage "VP € R? :
|P||* = (P, P)”begriindet und bestétigt. Das hilft uns dabei die Gleichung im néchsten
Schritt zu vereinfachen.

n_(ALBY)
FQ(A)_<B',B/> B

I pIN_ 112 / !/
BB b :<fé/ﬁ2> /

Da B’ auf dem Einheitskreis liegt, und daher den Abstand 1 zum Nullpunkt hat, gilt
1B = 1.

A', B’
F A/ :< 9 . /

) =P

|1B!||=1 A, B
<:L Fg(A/):< 12 > 'B,
& Fy(A)=(A,B') - B

Nach einer neuen Uberlegung werden wir wieder auf dieses Zwischenergebnis zuriickgrei-
fen.
Kurz zur Erinnerung soll nochmal erwéihnt werden, dass a der Winkel zwischen f und g
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10 KOSINUS UND SKALARPRODUKT

F(4)= {4 1) 1
(0} H &

cos(a) ;B B

Abbildung 8: Fulpunkt und Kosinus

ist. Unser Ziel ist es nun, den Winkel « in Geschehen zu bringen. Das heifit, dass dieser
nun in der Darstellung des Fulpunktes vorkommen soll. Der Nullpunkt, der Fulpunkt
Fy(A") und der Punkt A’ bilden ein rechtwinkliges Dreieck innerhalb des Einheitskrei-
ses. Damit besteht nun die Mdoglichkeit, die Sinus - und Kosinusfunktion sinnvoll mit-
einzubeziechen. Zum Beispiel konnen wir A’ nun so (Z?ﬁgg;) beschreiben. Es gilt ja
Fy(A") = (A',B’) - B'. Dabei ist das Skalarprodukt der Punkte A’ und B’, namlich
(A’ B"), jene reelle Zahl die den Punkt B’ so auf der Geraden g Richtung Nullpunkt
verschiebt, sodass wir den FuBpunkt Fj(A’) erhalten. Anders ausgedriickt ist das Ska-
larprodukt (A’, B’) der Abstand vom Fuipunkt F,(A’) zum Nullpunkt. Dieser Abstand
ist jedoch auch gerade cos(a). Es gilt also

cos(a) = (A", B")

Die Abbildung [8] auf Seite [51] soll die gerade beschriebene Idee veranschaulichen. Nach-
dem wir nun A’ und B’ umschreiben und die Bilinearitit des Skalarprodukts niitzen,
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10 KOSINUS UND SKALARPRODUKT

gelangen wir zu unserem gewiinschten Resultat.

cos(a) = (A", B)

& cos(a) = <||i|| I|g\|>

Bilinearitat . 1 1
COS(CK) = m m < >
(A, B)
_ ) K
<os(%) = AT 1B (KS)

Nun benétigen wir nur mehr einen Schritt um den Winkel o berechnen zu koénnen.
Wir miissen nur mehr den Arkuskosinus anwenden. Den kénnen wir jedoch nur dann
beniitzen, falls % im Definitionsbereich der Arkuskosinusfunktion, namlich [—1, 1]
liegt. Mithilfe der Cauchy - Schwarz’schen Ungleichung kénnen wir das aber leicht zeigen.
Es gilt ndmlich

(4, B)

VABCR?: \AH ||B||’ =1
’ AT
A, B)
=VA,B e R?: _{4,B) <
1]l - [1B]
A, B)
:>VA,BER2:—1§<77§1
[A[l - [1B]
A, B)
=VA,B € R*: _4.B) € [-1,1]
IA[l - [1B]
Somit kénnen wir auf beiden Seiten der Gleichung "cos(«) = H1<4H i };” ” das Bild beziiglich
der Arkuskosinusfunktion bilden:
(4, B)
cos(a) = —————
1]l - [1B]
Srrpel-11 A, B
HAIEL arccos(cos(a)) = arccos (<||f<1||’H>B||>>

& = arccos (<||/<11|L|Lﬁ>3||>>

Wir kénnen also den Winkel zweier Halbgeraden, die durch die Punkte A und B erzeugt
werden, mittels der Arkuskosinusfunktion gut beschreiben.

Wir haben dieses Konzept jetzt nur im R? hergeleitet, da die Skizzen im zweidimen-
sionalen Raum, welche als Denkstiitzen gedacht sind, so plastischer erscheinen. Dieses
Konzept lésst sich ohne weiteres in den dreidimensionalen Raum iibertragen. Die dazu
benotigten Funktionen, wie das Skalarprodukt als auch die Norm, wurden daher auch
fiir den dreidimensionalen euklidischen Raum definiert. Die Herleitung dieses Konzepts
im dreidimensionalen Raum verlduft komplett analog.
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11 SINUS UND KREUZPRODUKT

11. Sinus und Kreuzprodukt

In diesem Kapitel soll ein Satz bewiesen werden, welcher eine alternative Darstellung fiir
die Fléache eines Parallelogramms zulésst. Folgend wird dieser Satz nun vorgestellt und
mathematisch bewiesen. Anschlieflend soll der Satz geometrisch interpretiert werden.

Satz 5.
VA,B € R*: |A x B|| =sin(<(4, B)) - | B|| - | All

Beweis. |[Bar08|, S. 126] Es seien A, B € R? zwei Punkte im Raum.

Wir betrachten zu Beginn nicht die Norm ||A x B||, sondern das Quadrat davon. Im
ersten Schritt verwenden wir einen Zusammenhang zwischen der euklidischen Norm und
dem Standardskalarprodukt.

|A x B||> = (A x B, A x B)
Nun verwenden wir das Lemma 4.
(Ax B,Ax B) “"2*" (A, A). (B, B) — (A, B) - (B, A)

Nun verwenden wir den selben Zusammenhang aus dem ersten Schritt fiir die Skalar-
produkte (A, A) und skpB, B, sowie die Symmetrie fiir Skalarprodukte.

—— Y— S~——
A2 B2 =(4,B)
& A1 |1B]° - (4, B)?
Im néchsten Schritt gebrauchen wir das Distributivgesetz und heben || A||?-||B||? heraus.
1A]I” - 18I
1Al - | BII*
—_———

=1

& AR 1B (1 <AB>)

1AI* - IBI* — (4, B)* -

1A% - 11B)”
Anschlieflend machen wir von der Gleichung (KS) von Seite [52| Gebrauch.

2B (1 - (B 2
IA]*- Bl (1 <|A||-||B||>>

< [AI* - IBI - (1~ (cos(<(4, B))?)

Im Kapitel 3] "Trigonometrische Funktionen und der Einheitskreis” wurde ab Seite [J] der
Zusammenhang zwischen dem pythagorédischen Satz und den Winkelfunktionen aufge-
zeigt. Daher gilt:

1A - IB” - (1 = (cos(<t(A, B))?)
& A7 - IBII* - (sin(<(4, B)))?
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11 SINUS UND KREUZPRODUKT

Zusammenfassend gilt also nun
VA, B eR®: |Ax B|* = ||A|* - | B|* - (sin(<(4, B)))?

Im néchsten Schritt wird noch die Wurzel gezogen, wobei die Betragsstrichsetzung nicht
vergessen werden darf.

VA, B eR®: |Ax B|* = ||A|* - | B|” - (sin(<(4, B)))

& VA,BeR:||Ax B|| = [|Al| - ||IB]| - [sin(<(4, B))|
—_— —~~| =~
>0 >0 >0

©VA,BeR®: [Ax B|| =||All - | Bl - |sin(<(4, B))|

Die Punkte A beziehungsweise B erzeugen zwei Halbgeraden. Der Winkel <(A, B) ist
die Lange des kiirzeren der beiden Kreisbégen, in die der Einheitskreis durch die beiden
Halbgeraden geteilt wird. Daher muss sich der Winkel <(A, B) im Intervall [0, 7] befin-
den, da es sich ansonsten um den ldngeren Kreisbogen handeln wiirde. Auf diesem Inter-
vall wird der Sinus nur auf positive Werte abgebildet. Resultierend muss sin(<t(4, B))
positiv sein. Daher konnen wir im Beweis die Betragsstriche bei [sin(<t(A, B))| weglassen.
Es gilt demnach

VA,BeR*: |Ax B|| = |A] - |B]l-sin(<(4, B))
und der Satz als bewiesen. O

Im Prinzip verpackt dieser Satz die Idee einer alternativen Darstellung des Fléichen-
inhaltes des Parallelogramms, welches von A und B aufgespannt wird. Wie schon im
Kapitel [p] auf Seite [23] erwahnt wurde, betriagt die Flache des von A und B aufgespann-
ten Parallelogramms némlich genau ||A x B||. Um die geometrische Interpretation des
Satzes leichter nachvollziehen zu konnen, wurde die Abbildung [J] auf Seite [55] zugefiigt.
Wie in der Skizze dargestellt, betrigt der Normalabstand des Punktes ﬁ auf die Ge-

rade, die von B erzeugt wird, genau sin(«). Das kommt vom Abstand des Punktes ﬁ

zum Nullpunkt. Diese betrigt ndmlich genau 1. Daher liegt dieser Punkt auf dem Ein-
heitskreis und kann mithilfe der Winkelfunktionen Sinus und Kosinus dargestellt werden.
Der Normalabstand h 4 von A auf die von B erzeugten Gerade, betrégt || A||-sin(a). Das
kann man sich mithilfe der Verhéltnisse

. A
ha || Al = [sin(a)] : HHAHH

herleiten. Der Normalabstand h4 ist jedoch auch die Hohe des Parallelogramms. Die
Grundlinie des Parallelogramms entspricht || B||. Daher betriagt die Flache dieses Paral-
lelogramms nach der uns bekannten Flachenformel sin(a) - ||A|l - || B]|.

—_—

=ha
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12 METRISCHER RAUM

ENES

ha= 4] - sin(a)

sin(a)

& 9

= <(A,B) 18] B

Abbildung 9: Darstellung der Fliche eines Parallelogramms

Teil Il.
Spharische Geometrie

In diesem Teil habe ich mich stark am Vorlesungsskriptum von Christian Bér [Bar(§]
orientiert. Sdmtliche Definitionen, Sétze und Beweisideen wurden daraus entnommen.

12. Metrischer Raum

Nun kénnen wir uns endlich der sphérischen Geometrie widmen. Dazu miissen wir uns
noch von unserer Vorstellung von "Raum” loslésen und diesen Begriff ein wenig abstra-
hieren. Dazu fiihren wir das Konzept des "metrischen Raumes” ein. Damit legen wir den
Grundstein fiir unsere Untersuchungen im sphérischen Raum.

Was ist also nun ein metrischer Raum?

Definition 7. Es sei M eine beliebige Menge. Weiters seid : M x M — R eine Funktion,
welche zwei Elemente von M auf eine reelle Zahl abbildet.
Dann heifit (M, d) metrischer Raum, falls folgende drei Bedingungen erfillt sind:

(M1) Ve,y € M :d(z,y) >0 und d(z,y)=0&2x=y
(M2) Y,y € M : d(z,y) = d(y, z)
(M3) Va,y,z € M :d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Dabei kann man die Menge M als Menge von Punkten und die Funktion d, als jene
Funktion interpretieren, welche zwei Punkte auf ihren kiirzesten Abstand zueinander
abbildet. Diese Definition beschreibt in allgemeiner Weifle, was wir nun unter einen ma-
thematischen Raum verstehen werden. Um ein Gefiihl fiir dieses Konzept zu entwickeln,
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13 DIE EINHEITSSPHARE

iberpriifen wir kurz, ob es sich bei der euklidischen Geometrie um einen metrischen
Raum handelt.

Dabei ist die Menge E eine Ebene, die den Nullpunkt enthélt. Die Funktion d ord-
net jedem Punktepaar der Ebene E ihren Abstand zu. Diesen Abstand kénnen wir auch
als die Lange der Strecke zweier Punkte auffassen.

(M1) Die Giiltigkeit von (M1) lésst sich sehr schnell iberlegen. Diese Eigenschaft be-
schreibt den Umstand, dass fiir alle moglichen Punktepaare aus der Ebene gilt,
dass die Léngen derer Strecken immer grofier 0 sein miissen. Sollten zwei Punkte
iibereinanderliegen, so ist die Lénge derer Strecke gleich 0.

(M2) Wenn man Anfangspunkt und Endpunkt einer Strecke vertauscht, so édndert sich
nichts an der Lange der Strecke. Dieser Aussage gilt fiir alle Punkte der Ebene.

(M3) Wir stellen uns zwei Punkte X,Z der Ebene E vor und verbinden diese mit
einer Strecke. Die Lénge dieser Strecke bezeichnen wir mit dg(X, 7). Anschlie-
Bend wéhlen wir einen dritten Punkt Y der Ebene und bilden Strecken zwi-
schen X und Y, sowie zwischen Y und Z. Vermutlich ist jedem nun instink-
tiv klar, dass "dg(X,Z) < dg(X,Z) + dg(X,Z)” gelten muss. Es gilt lediglich
dp(X,Z) =dr(X,Z) +dg(X, Z) falls Y auf der Strecke zwischen X und Z liegt.
Man kann diese Ungleichung auch in einem alltdglichen Kontext stellen.

Angenommen man fihrt von einem Ort X zu einem anderen Ort Z. So wird der
Weg immer ldnger, wenn man einen Umweg iiber Ort Y macht. Aufler Y "liegt auf
dem Weg” von X nach Z. Dann wird der Weg nicht langer.

Die Abbildung [I0] auf Seite [57] soll den Erklarungsversuch von der Giiltigkeit von
(M3) untermauern.

Also handelt es sich bei (F,d) um einen metrischen Raum.

Nun wollen wir eine geeignete Menge und eine ”Abstandsfunktion” finden, sodass wir
mithilfe des Konzepts des metrischen Raumes nun den sphérischen Raum definieren
konnen.

13. Die Einheitssphare

Wie schon erwdhnt, bewegt man sich in der sphéarischen Geometrie auf einer Kugel.
Demnach benotigen wir eine Menge, deren Punkte die Oberfliche einer geeigneten Kugel
beschreibt. "Geeignet” soll heiflen, dass sich damit leicht rechnen ldsst. Darum wéhlen
wir die Einheitskugel oder Einheitssphére. Diese besitzt den Nullpunkt als Mittelpunkt
und einen Radius mit der Lange 1. Wir nehmen also alle Punkte des dreidimensionalen
euklidischen Raumes, welche den Abstand 1 zum Nullpunkt haben. Diese Bedingung
kénnen wir hervorragen mittels der euklidischen Norm umschreiben. Die gesuchte Menge
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dp(Y, 2)

dp(X,Y)

X

Abbildung 10: Skizze zu (M3) beziiglich der euklidischen Geometrie

lasst sich demnach wie folgt darstellen.
$*:={AeR®: 4| =1}

Abbildung [T1] auf Seite 68 skizziert die Einheitskugel.

14. Spharische Abstand

Um das Konzept des metrischen Raumes verwenden zu kénnen, bendtigen wir noch eine
Funktion, die zwei Punkte der Einheitskugel auf ihren kiirzesten Abstand abbildet.

Um eine geeignete Abstandsfunktion fiir die Sphére bestimmen zu kénnen, haben wir in
den vorherigen Kapitel schon wichtige Vorarbeit geleistet. So lernten wir im Unterkapitel

”Kosinus und Skalarprodukt” einen Weg kennen, den Winkel zwischen zwei Halbgera-
den, mittels der Arkuskosinusfunktion und dem Standardskalarprodukt zu beschreiben:

Fiir A, B € R3 gilt:
(7o)
a = arccos | ( —————
1]l - (1B

, wobei a € [0,7) der Winkel zwischen den beiden Halbgeraden ist, die von A und B
erzeugt werden.

o7
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SZ

Abbildung 11: Die Einheitskugel

Tatséchlich miissen wir fiir die Herleitung des sphérischen Abstandes zweier Punkte nicht
mehr viel tun. Die Definition des Winkels zweier Halbgeraden ist ndmlich fast ident zur
Definition des sphérischen Abstandes.

Definition 8. Es seien A, B € S? zwei Punkte der Einheitskugel. Der kiirzeste Abstand
zwischen dieser beiden Punkte ist durch

{4,B)

ds2 (A, B) := arccos < > = arccos ((4, B))

1Al - [1B]]
=1 =1

gegeben.

Doch woher kommt der Zusammenhang zwischen Winkel und Abstand?

Wir stellen uns eine Ebene E vor, welche den Nullpunkt und die beiden Punkte A und B
enthilt. Die Schnittmenge dieser Ebene mit der Einheitskugel ist ein Kreis K = E N S?
mit Radius 1 und dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Nun betrachten wir diese Ebene FE als
eigenen zweidimensionalen euklidischen Raum. Nun kénnen wir uns wieder den Winkel
a € [0,7) zwischen den beiden Halbgeraden berechnen, die von A bzw. von B erzeugt
werden. Dafiir verwenden wir das uns bekannte Resultat:

Q. = arccos (<%>>
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15 DER SPHARISCHE RAUM

Abbildung 12: Sphérische Abstand

Die Verbindung des Winkels zum sphérischen Abstand liefert uns nun die Interpretation
des Winkels im Bogenmaf}

Der Winkel zwischen zwei Halbgeraden ist immer die Lénge des kiirzeren der beiden
Kreisbogen, in die der Einheitskreis durch die zwei Halbgeraden geteilt wird.|[Paul9, S.
104]

Diese Lange entspricht genau der Bogenldnge der Punkte A und B .

Zusammenfassend betrachten wir die Ebene F als eigenen euklidischen Raum. Dort inter-
pretieren wir K als den Einheitskreis und verwenden unser bekanntes Mittel zur Winkel
- beziehungsweise Bogenldngenberechnung. Nachdem wir wieder in die dreidimensionale
Anschauung gewechselt haben, erkennt man, dass man den sphérischen Abstand eigent-
lich schon berechnet hat. Die hinzugefiigte Abbildung [12] auf Seite [59] soll diese Idee
visualisieren und die Argumentation untermauern.

Demnach ist
dg2: 2 xS? R
(X,Y) > arccos((X,Y))

die Funktion, welche zwei Punkten der Einheitskugel ihren kiirzesten Abstand zuordnet.
Somit konnten wir nun eine geeignete Menge S? als auch eine passende Funktion dge
finden. Nun miissen wir noch formal iiberpriifen, ob das Paar (S?,ds2) einen metrischen
Raum bildet.

15. Der Spharische Raum

Dafiir miissen wir die drei Eigenschaften (M1), (M2) und (M3) fiir unser Paar (S?, dg2)

nachweisen.
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15.1. M1

Es gilt jetzt die Aussage "VA, B € S? : ds2(A, B) > 0 und dg2(A, B) = 0 < A = B” zu
zeigen.

Beweis. Es seien A, B € S.

Im ersten Schritt werden wir die Definition des sphérischen Abstandes verwenden. Dazu
muss allerdings (A, B) im Definitionsbereich der Arkuskosinusfunktion liegen. Dank der
Cauchy - Schwarz’schen Ungleichung und der Tatsache, dass A und B auf der Einheits-
sphére liegen, gilt praktischerweise folgendes.

Cauchy - Schwarz

(A, B)| < Al -IBI[ =1 =1
=1 =1
=-1<(4,B)<1
:><Aa B> € [_151]

Der sphérische Abstand der beiden Punkte A und B kann somit bestimmt werden.

Def.d
)

ds2(A, B =5 arccos((4, B))

Die Arkuskosinusfunktion liefert aufgrund ihres Bildbereiches Werte im Intervall [0, 7).
Deshalb kann der sphérische Abstand nie kleiner 0 werden!

ds2 (A, B) = arccos({A, B)) >0

Nun miissen wir nur mehr zeigen, dass die Aussage "A = B” dquivalent zur Aussage
"ds2 (A, B) = 07 ist. Dazu muss es uns zu beweisen gelingen, dass die zweite Aussage aus
der ersten Aussage folgt und dass umgekehrt die erste Aussage aus der zweiten Aussage
folgt.

Wir nehmen nun an, dass A = B gilt und wollen die Aussage ds2(A, B) = 0 daraus
folgern.

Zu Beginn ersetzen wir den Punkt B mit dem Punkt A.

ds2 (A, B) =P dga (A, A)
Daraufhin bilden wir das Bild von (A, A) beziiglich dge.
dg2(A, A) = arccos((A, A))

Im dritten Beweisschritt werden wir wieder einen giinstigen Zusammenhang zwischen
euklidischer Norm und Skalarprodukt verwenden.

_ 2
arccos((A, A)) “azial arccos(||A||%)

Da der Punkt A auf der Einheitskugel liegt, betrégt sein Abstand zum Nullpunkt genau
1. Daher gilt ||A|| = 1.

arccos(||A]|?) = arccos(1%) = arccos(1)
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An dieser Stelle erinnern wir uns an die Definition der Arkuskosinusfunktion aus dem
Unterkapitel [3] "Trigonometrische Funktionen”.

arccos(1) = (cos ‘[O,ﬂ]>_1 (1)

Gesucht ist also das Urbild der auf [0, 7] eingeschriankten Kosinusfunktion von 1. In
anderen Worten miissen wir uns iiberlegen, welche reelle Zahl aus [0, 7] beziiglich des
Kosinus auf die 1 abgebildet wird. Mithilfe des Einheitskreises ldsst man sich leichter
iiberzeugen, dass 0 unsere gesuchte reelle Zahl sein muss.

(cos ‘[Om])_l (1)=0

Unter der Voraussetzung A = B gilt also folglich arccos((4, B)) = 0.

Nun miissen wir noch die andere Richtung beweisen. Dazu nehmen wir an, dass arccos((4, B)) =
0 gilt und wollen daraus A = B folgern.

arccos((A,B)) =0
Def. Arkugkosinus -1
LIS (cos 0q)  ((4,B)) =0

Gesucht wird nun jene reelle Zahl, welche beziiglich der auf [0, 7] eingeschriankten Kosi-

-1
nusfunktion das Bild 0 annimmt. Diese gesuchte Zahl ist 1, da (cos ‘[0’”0 (1) =o0.

-1

(COS \[Oﬂrl) ((A,B)) =0
=1

= (A,B) =1

Die Gleichung (KS), welche im Unterkapitel [10| "Kosinus und Skalarprodukt” auf Seite
G2 bewiesen wurde, wird uns auch im néchsten Schritt von Nutzen sein. Dabei beschreibt
a € [0,7) den Winkel zwischen den beiden Halbgeraden die von A beziehungsweise B
erzeugt werden.

(A,B) =1
——
=cos(a)-[|All-| Bl
< cos(a) - |A]|-||Bll =1
~—
-1 =1
cos(a) =1

Das Bild des Kosinus an der Stelle a wird nicht nur 1, falls « gleich 0 ist. Wir miissen
die Periodizitdt der Kosinusfunktion miteinbeziehen. Zur Erinnerung gilt ndmlich 1 =
cos(0) = cos(2-7) =cos(4-m) =....

Die Zahl a beschreibt gerade den Winkel zwischen zwei Halbgeraden. Fiir die beiden
Halbgeraden, welche von A beziehungsweise von B erzeugt werden, macht es jedoch
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keinen Unterschied, ob a nun 0, 27 , 37 und so weiter, ist. Die Halbgeraden liegen in
jedem Fall genau tibereinander, was bedeutet, dass A und B auf nur einer Halbgeraden
liegen. Da A und B zusétzlich den selben Abstand zum Nullpunkt besitzen, folgt daraus,
dass A gleich B sein muss.

Es gilt also, dass aus "dg2(A, B) = 0” die Aussage "A = B” folgt. O

Daher gilt nun

VA,BeS*: A=B & dg(A,B)=0 (M1)

15.2. M2
Wir zeigen "VA, B € S? : ds2(A, B) = ds2 (B, A)".

Beweis. Es seien A, B € S°.
Mithilfe der Symmetrie des Skalarproduktes konnen wir diesen Beweis schnell abschlie-
Ben.

A,B)=(B,A)

ds2(A, B) = arccos((A, B)) { arccos((B, A)) = ds2(B, A)

Es gilt also (M2) fiir den sphérischen Abstand. O

15.3. M3

Nun versuchen wir die Dreiecksungleichung fiir den sphérischen Abstand zu zeigen.
Dabei werden wir das "Lemma 4”, ndmlich

VA,B,C,D € R?: (A,C)-(B,D) — (B,C) - (A, D) = (A x B),(C x D))

aus dem Unterunterkapitel [7.4] auf Seite 3] benotigen. Weiters werden wir von einem
Zusammenhang zwischen Vektorprodukt und der Sinusfunktion Gebrauch machen. Die-
sen werden wir noch vor dem eigentlichen Beweis von (M 3) herleiten. Genauer werden
wir den Sinus des sphérischen Abstands bestimmen.

Dazu seien A, B € S%.

Wir betrachten die Norm des Vektorproduktes von A und B. Zu Beginn verwenden
wir die Eigenschaft, dass die Norm eines Punktes gleich der Wurzel des Skalarproduk-
tes des Punktes mit sich selber ist. Diese Eigenschaft wurde im Unterunterkapitel [8:4]
”Euklidische Norm” auf Seite [43| besprochen.

I(A x B)|| = /(A x B, A x B)

Anschlielend verwenden wir das vierte Lemma.

VA x B,Ax B) "™ (A, A) - (B,B) — (A, B) - (B, A)
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Im néchsten Schritt verwenden wir die Gleichung ||A||*> = (A, A). Dabei ist die Norm
von A gleich 1, da der Punkt auf der Einheitskugel liegt. Zusétzlich werden wir aus der
Symmetrie des Skalarproduktes Nutzen ziehen.

(A.4) - (B.B) —(A,B)-(B,A) = \/1-((4,B))
~—— ~—— ~——
=[4|?=12 =||B|*=12 =(4,B)
Nun bendétigen wir den sphérischen Abstand der Punkte A und B. Jedoch formen wir
die Gleichung um, indem wir von beiden Seiten das Bild der Kosinusfunktion bilden. So
bekommen wir Folgendes:
ds2 (A, B) = arccos ((A, B))
& cos(dg2(A, B)) = cos(arccos ({4, B)))
< cos(dg2(A, B)) = (A, B)

In unserem néchsten Beweisschritt konnen wir nun die hergeleitete Gleichheit "cos(ds2 (A, B)) =
(A, B)” zielfithrend einsetzen.

V1= (4, B))? = /1= (cos(ds=(4, B)))?

Ferner wird sich fiir uns nun der Satz des Pythagoras als duflerst niitzlich erweisen.
Im Kapitel [3| "Trigonometrische Funktionen” wurde geklart, dass der pythagoraische
Satz auch fiir die trigonometrischen Funktion Sinus und Kosinus bedeutsam ist. Die im
pythagoridischen Satz vorkommende Gleichung wird nun niitzlich umgeformt.

Va € R : cos(a)? + sin(a)? = 1
— cos(a)?

& Ya € R:sin(a)? =1 — cos(a)?

Es gilt nun folgendes.

\/1 — (cos(ds2(A, B)))? = \/sin(d§2(A, B))?

Beim Nachweis der Giiltigkeit von (N2) beziiglich der euklidischen Norm wurde schon
erwihnt, dass fiir alle reellen Zahlen ¢ die Gleichung v¢2 = |¢| gilt. Da die Bilder der
Sinusfunktion auch reelle Zahlen sind, kénnte man ¢ mit einem Bild des Sinus ersetzen.

\/sin(dse (A, B))? = | sin(dgz (A, B))|

Aufgrund des Bildbereiches der Arkosinusfunktion [0, 7] ist der sphérische Abstand auch
immer in diesem Intervall. Das Bild des Sinus nimmt fiir den sphérischen Abstand daher
nur Werte zwischen 0 und 1 an. Somit ist sin(dg2 (A, B)) positiv und die Betragsstriche
kénnen weggelassen werden.

|sin(dg2 (A, B))| = sin(ds2(A, B))
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Es gilt also nun:

|A x B = sin(ds:(A, B)) (SA)

Somit kénnen wir nun (M 3) beziehungsweise die Dreiecksungleichung fiir sphérische Ab-

stinde, ndmlich "VA, B,C € S? : ds2(A,C) < ds2(A, B) + ds2(B, C)” zeigen.

Beweis. wir unterteilen den Beweis in zwei Falle!

Fall 1: Wir nehmen an, dass ds2(A, B) + ds2(B,C) > w ist.

Fall 2:

Sphérische Abstdnde nehmen, aufgrund ihrer Definition, nur Werte im Intervall
[0, 7] an. Daher kénnen wir die folgende Ungleichungskette bilden.

dg2 (A,C)€[0,m]  Annahme
dSZ (A, C) < ™ < dg2 (A, B) + dSZ (B, C)

= dSZ (A, C) < dg2 (A, B) + dg2 (B, C)
Fiir den ersten Fall gilt die Dreiecksungleichung somit trivialerweise.

Nun nehmen wir das Gegenteil der Annahme des ersten Falles an. Sei also
ds2(A, B) 4+ ds2(B,C) < 7. Nun betrachten wir das Bild der Kosinusfunktion be-
ziiglich (ds2(A, B) + ds2(B,C)) und verwenden das Additionstheorem aus dem
Kapitel |3| "Trigonometrische Funktionen”

cos(ds2 (A, B) + ds2 (B, C))

Additionstheorem (4o (A, B)) - cos(dg (B, C')) — sin(dgz (A, B)) - sin(ds2 (B, C))
Wir beniitzen nun die Definition des sphérischen Abstands und umschreiben den
Sinus des sphérischen Abstands (SA).

cos( ds2(A,B) )-cos( ds2(B,C) )—sin(ds2(A, B)) -sin(ds2(B,C))
—— —_—
=arccos((A,B)) =arccos((B,C)) =||AxB|| =||BxC]||
—(4,B)-(B,C) ~ ||Ax B|- | B x C|

Folglich kénnen wir jetzt die Cauchy - Schwarz’sche Ungleichung verwenden und
so das Produkt der beiden Normen durch ein Skalarprodukt abschétzen.

auchy-Schwarz

C
(A,B) - (B,C)—|Ax B| -||BxC| < (A,B) - (B,C) — (Ax B,Bx(C)
Das "Lemma 4” erlaubt uns folgende Umformung.

(A,B)-(B,C)— (AxB,BxC)
—_—————
=(A,B)(B,C)+(B,B)-(A,C)

bemia t 4, B) - (B,C) — (A, B) - (B,C) + (B, B) - (A,C)
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y = cos(x)

Abbildung 13: Graph der Kosinusfunktion

Nun koénnen wir, mithilfe einfacher Rechentechnik, die zuletzt erhaltene Summe
vereinfachen. Ferner konnen wir das Skalarprodukt von B mit sich selbst um-
schreiben.

W_W+ <BvB> <A,C> = <A,C>

——
=|B|*=1

Im zweiten Beweisschritt ersetzten wir cos(ds2(A, B)) mit (A, B). Nun werden wir
im letzten Beweisschritt das Gleiche in umgekehrter Weise vollfiithren.

<A7 C> = COS(dSQ (A7 B))
Wir konnten im Groflen und Ganzen nun Giiltigkeit der Ungleichung
cos(ds2(A, B) + ds2(B, C)) < cos(ds2(A, B))

nachweisen.

Nun werden wir uns eine niitzliche Eigenschaft des Kosinus zu Nutzen machen. Die
Kosinusfunktion ist auf dem Intervall [0, 7] ndmlich streng monoton fallend. Das
bedeutet, dass grofier werdende Argumente in [0, 7] immer kleinere Werte liefern.
Es gilt also allgemein fiir alle @ und f in [0, 7] mit o < 3, dass cos(a) > cos(f). Um
sich davon zu iiberzeugen, betrachte man einfach den Graph der Kosinusfunktion
und legt den Fokus auf Argumente im Intervall [0, w]. Die Abbildung [13|auf Seite
[65] stellt den Graphen der Kosinusfunktion dar.

Sodass diese Monotonie fiir unseren Beweis sinnvoll eingesetzt werden kann, miis-
sen die Argumente "dg2 (A, B)” und "dg2 (A, B) +ds2 (B, C')” auch im Intervall [0, 7]
liegen.

Unser erstes Argument, der sphérische Abstand ds2 (A, B), liegt aufgrund des Bild-
bereichs der Arkuskosinusfunktion im gewiinschten Intervall. Das zweite Argument,
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ndmlich ds2(A, B) + ds2(B, C) ist aufgrund der Annahme, die wir zu Beginn ge-
troffen haben, echt kleiner als 7 und aufgrund von (M1) grofer gleich 0. Somit
liegt auch dieses Argument in unserem gewiinschten Intervall [0, 7].

Aufgrund der erhaltenen Ungleichung und der strengen Monotonie der Kosinus-
funktion auf [0, 7] gilt nun:

dSQ(A’B) < dSQ(AuB) +dSQ(BaC)

Und damit konnten wir die Dreiecksungleichung und somit die dritte Eigenschaft
(M3) von metrischen Rdumen fiir (S?, ds2) nachweisen.

O]

Es handelt sich bei dem Paar (S?,dg2) also um einen metrischen Raum. Diesen metri-
schen Raum werden wir von nun an ”sphéarischen Raum” nennen.

Da wir nun klaren konnten, was wir unter dem sphérischen Raum verstehen, wird es
nun Zeit einige geometrische Objekte davon zu definieren.

16. GroBkreise

FEin elementares Konzept der sphérischen Geometrie sind Grolkreise. Diese nehmen im
sphérischen Raum die Rolle der Geraden ein und werden bendétigt um Kreisbégen zu de-
finieren. Diese sind wiederum das sphérische Pendant zu Strecken der ebenen Geometrie.
Daher kommen wir nicht drumherum, Grofikreise einzufiihren.

Definition 9. Man stelle sich eine Ebene E vor, welche den Mittelpunkt O der Einheits-
kugel S? enthdlt. Die Schnittmenge der Ebene und der Kugel, also K := S?> N E nennt
man Grofikreis.

Wichtig dabei ist, dass die mit dem Einheitskreis geschnittene Ebene unbedingt den
Nullpunkt enthalten muss. Denn dann wiirde es sich bei der Schnittmenge nicht mehr um
einen Grofikreis, sondern um einen Kleinkreis handeln. Die beiden Kreistypen werden in
der Abbildung [14] auf der Seite [67] dargestellt.

Weiters besitzen Grofikreise zwei duflerst interessante Eigenschaften, die ich folgend gerne
anfiihren mochte.

e Durch zwei verschiedene Punkte, die nicht gemeinsam mit dem Mittelpunkt der
Sphire auf einer Geraden liegen, geht genau ein Grofikreis. Diese Uberlegung ist
leicht zu beweisen:

Die beiden Punkte liegen nicht mit dem Mittelpunkt auf einer Geraden. Somit
bestimmen diese drei Punkte eindeutig eine Ebene. Diese Ebene erzeugt genau
einen Groflkreis.

Man beachte diese Gemeinsamkeit mit den Geraden der ebenen Geometrie. Durch
zwei Punkte verlauft genau eine Gerade. Aufgrund dieser Analogie bezeichnet man
Grof3kreise auch gerne als Kugelgeraden.
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Abbildung 14: Grof§ - und Kleinkreis

e Zwei verschiedene Grolkreise schneiden sich immer in genau zwei Punkten. Auch
diese Behauptung ldsst sich einfach begriinden:
Die zwei Ebenen, welche die beiden Groflkreise erzeugen, schneiden sich in einer
Geraden, die durch den Kugelmittelpunkt geht. Die Schnittpunkte der Geraden
mit der Kugel sind genau zwei Punkte.

Nun stellt sich jedoch die Frage, wie man einen Groflkreis konkret beschreiben kann.

Dazu betrachten wir die Ebene E, die den GroBkreis K = S? N E eindeutig bestimmt
als einen eigenen zweidimensionalen Raum. Von dieser Perspektive aus betrachtet, ist
der Grofikreis ein Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und einem Radius von 1.
Er kann demnach als Einheitskreis interpretiert werden. Es seien P;, P» € K Punkte
auf dem Groflkreis mit der Eigenschaft, dass die von P; beziehungsweise P» erzeugten
Geraden, normal aufeinander stehen. Diese Eigenschaft beschreiben wir mittels dem
Skalarprodukt. So gilt (P;, P») = 0. Den Grofikreis kénnen wir nun wie folgt darstellen.

K ={cos(t) - P; +sin(t) - P, : t € R}
Die ausgewéhlte Abbildung [T5] auf Seite [68] soll die Darstellung des GroBkreises niaher

veranschaulichen.
An dieser Stelle méchte ich nun auf die Darstellung des Einheitskreises S! hinweisen.
Den Einheitskreis haben wir im Kapitel [3| ”Trigonometrische Funktionen” mittels den

Punkten (é), <(1)> und mithilfe der Winkelfunktionen Sinus und Kosinus beschrieben.

St = {cos(a) : (é) + sin(«) - <(1)> ta €0, 27‘()}

Inwiefern unterscheiden sich die beiden Mengen K und S'? Einerseits sind die Mengen, in
denen die Winkel liegen, unterschiedlich. Aufgrund der Periodizitat der Winkelfunktio-
nen hat dieser Unterschied jedoch keine Auswirkungen, die Elemente bleiben die selben.

Andererseits wird K von den Punkten P; und P, der Einheitskreis jedoch von (é) und
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P

= (cos(t) - P sin(t) - P) P, = (Pycos(t, Py sin(t))

-------

P -sin(t)

-
- -

.

~
Teaa

Abbildung 15: Beschreibung von Grofkreisen

(1) erzeugt. Diese Punktepaare iibernehmen jedoch die selbe Rolle.
Im Prinzip geben die Punkte P; und P, die Richtung des GroBlkreises an. Es gibt ndmlich
viele Moglichkeiten, wie ein Grofkreis liegen kann.

Nun werden wir in der néchsten Definition nicht mehr alle Winkel aus R fiir die Menge K
zulassen. Dadurch entsteht nicht mehr der ganze Grofikreis, sondern nur ein Teil davon.

Definition 10. Fin Grofikreisbogen ist eine Teilmenge eines Grofikreises K. Auch dies-
mal sind Py, Po» € K zwei, zu einander normal stehende, Punkte auf dem Grofskreis, also
mit der Figenschaft, dass thr Skalarprodukt 0 ist. Die reelle Zahl L liegt zwischen 0 und
27w. Dann nennt man die Menge

{cos(t) - Py +sin(t) - P, : t € [0, L]}
Groflkreisbogen, wobei es sich bei L um die Linge des Grofikreisbogens handelt.

Diese Definition lasst gut plausibilisieren, indem man einige Punkte der Menge be-
rechnet. Nachdem man sich diese skizziert hat, ldsst sich die Form eines Grofikreisbogens

erkennen.
FEine weitere interessante Eigenschaft von Grofikreise, die wir benétigen, soll im folgenden

Satz beschrieben werden.

Satz 6. Es seien A,B € S mit A # B. Falls A # (—B), so eristieren genau zwei
Grofikreisbogen mit den Endpunkten A und B. Die beiden Grofkreisbogen haben eine
unterschiedliche Linge und werden einfach durch die Namensgebung, “der kurze Grofs-
kreisbogen” und “der lange Grofkreisbogen” unterschieden.

In Abbildung [I6]auf Seite [69] wird die Existenz dieser unterschiedlichen GroBkreisbo-
gen nidher veranschaulicht. Dabei wird der lange Grofikreisbogen punktiert dargestellt,
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17 DAS SPHARISCHE DREIECK

Abbildung 16: kurzer - und langer Grofikreisbogen

wohingegen der kurze Grofkreisbogen durchgezogen wurde.

Den kiirzeren Grofikreisbogen mit den Endpunkten A und B bezeichnen wir auch als
AB. Dessen Lénge entspricht dem sphéarischen Abstand dgz(A, B) der Punkte A und
B. Der lange Grofikreisbogen ist einfach das Komplement von der Linge von AB zu .
Demnach ist die Differenz von m und der Lénge des kurzen Groflkreisbogen die Léange
des langen Groflkreisbogen.

17. Das spharische Dreieck

Der primére Aufgabenbereich der sphérischen Geometrie umfasst, neben sphérischen
Flachenberechnungen, das Berechnen spharischer Dreiecke. Dazu miissen wir jedoch erst-
mal ein sphérisches Dreieck definieren. Wie auch in der ebenen Geometrie, benotigt man
fur ein Dreieck drei Eckpunkte. Diese werden durch Seiten miteinander verbunden. Wir
haben schon gelernt, dass Grofikreisbégen in der sphérischen Geometrie die Rolle von
Strecken tibernehmen. Weiters miissen wir noch den Winkelbegriff in die sphérische Geo-
metrie adaptieren. In der ebenen Geometrie entspricht der Winkel einer reellen Zahl,
welche die Lage zweier Strecken, die im selben Punkt beginnen, beschreiben. Es ist auch
moglich die Lage zweier, im selben Punkt beginnenden, Grolkreisbégen durch eine reelle
Zahl zu beschreiben.

Die beiden Kreisbogen

Ky ={cos(t) - P, +sin(t) - Py : t € R}
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17 DAS SPHARISCHE DREIECK

Abbildung 17: Der sphérische Winkel

und
Koy = {cos(t) - P +sin(t) - Py : t € R}

beginnen beide im Punkt P;. Gesucht ist also eine reelle Zahl o = <(K, P;, K2), die
die Lage dieser beiden Kreisbogen beschreibt. Dazu berechnen wir uns zwei weitere
Punkte P, = P; + P, und P; = P; + P3. Den gesuchten Winkel definieren wir nun
einfach als den Winkel der beiden Halbgeraden, welche beide bei P; starten und durch
P} beziehungsweise durch P; hindurch verlaufen. Es gilt nun diesen Winkel zu berechnen.
Wir betrachten dazu den Winkel der beiden Halbgeraden die im Nullpunkt beginnen und
durch P, beziehungsweise durch P; hindurchgehen. Dieser stimmt mit dem gesuchten
Winkel tiberein, kann jedoch leicht mithilfe des sphérischen Abstandes berechnet werden.
Fiir den gesuchten Winkel « gilt also nun:

o= <I(K1,P1,K2) = <I(P£,P1,Pé) = <I(P2,0,P3) = dSQ(PQ,Pg) = al“CCOS(<P2,P3>)

Abbildung [17] auf Seite [70] soll die Idee zur Definition des sphérischen Winkels veran-
schaulichen.
Folgend soll die Idee nun auch in Form einer Definition zusammengefasst werden.

Definition 11. Die Punkte P, P, € S? erzeugen den Grofkreisbogen K1 = {cos(t) -
Py +sin(t) - P, : t € [0,L1]} und die Punkte Py, Ps bestimmen den GrofSkreisbogen
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18 WINKELSUMME IM SPHARISCHEN DREIECK

Ko = {cos(t) - Py +sin(t) - P3: t € [0, La]}. Dann ist der Winkel von Ky und Ky in P,
durch die eindeutige Zahl

<(Ky, P, Ky) = arccos ((P2, P3)) € [0, 7]
definiert.

Wir kennen Punkte im sphérischen Raum, wissen iiber die Analogie zwischen Strecken
und Groflkreisbogen Bescheid und verstehen das Konzept des Winkels im sphérischen
Raum. Daher kénnen wir nun das sphérische Dreieck definieren.

Definition 12. Ein euklidisches sphdrisches Dreieck oder euklidisches Kugeldreieck ist
das Tripel (A, B,C) von Punkten A, B,C € S?, die nicht alle auf einen Grofkreis liegen.
Genauer sind die drei Punkte paarweise verschieden und paarweise antipodal. Das heifit,
dass A #+# —B,B # —C und A # —C gilt. A,B und C heiflen Ecken des Dreiecks.
Die kurzen Grofkreisbogen, welche die Punkte miteinander verbinden, sind die Seiten
des Dreiecks. Diese kann man sich mithilfe des sphdrischen Abstandes berechnen, also
a:=CB=ds (C,B), b:= BC =dg: (B,C) und ¢ :== AB = dg (A, B). Die Winkel des
sphdrischen Dreiecks sind dann durch oo = <(b, A, ¢), f = <(a, B, c) und v = <(a,C,b)
gegeben.

Abbildung [18| auf Seite [72] zeigt ein sphérisches Dreieck.

Rein rechnerisch wiirde es keine Probleme machen, wenn ein Winkel gleich 0 oder gleich
7w wéare. In der Definition 11 sehen wir, dass dies der Bildbereich des Arkuskosinus zulas-
sen wiirde. Allerdings wiirde es sich bei so einem Winkel nicht mehr um ein sphérisches
Dreieck handeln. Daher nehmen wir an, dass Winkel eines sphérischen Dreiecks ungleich
0 und ungleich 7 sind. Weiters kénnte man fiir die Seiten des sphérischen Dreiecks auch
die langen Groflkreisbégen zulassen. Dann wiirde es sich jedoch nicht mehr um ein eukli-
disches Kugeldreieck handeln. Wenn wir daher folgend von einem spharischen Dreieck
oder von einem Kugeldreieck sprechen, so ist immer ein euklidisches Kugeldreieck ge-
meint.

Demnach nehmen wir fiir ein Kugeldreieck (A, B, C') an, dass

a7b’c7a7ﬁ”y€ (O’Tr)

gilt.

18. Winkelsumme im spharischen Dreieck

In diesem Kapitel wollen wir eine allgemeine Aussage iiber die Winkelsumme von Ku-
geldreiecken treffen. Wie wir wissen, betrdgt die Winkelsumme eines Dreiecks in der
Ebene immer 7 beziehungsweise 180°. Diese Behauptung lédsst sich durch der Skizze in
Abbildung [I9] auf Seite [72] plausibilisieren.

Fiir drei Winkel «, 3,y eines Dreiecks in der Ebene gilt also demnach:

at+B+y=m

71
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C

Abbildung 18: sphérisches Dreieck

Abbildung 19: Winkelsumme des ebenen Dreiecks
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18.1 Winkellemma 18 WINKELSUMME IM SPHARISCHEN DREIECK

Nun stellt sich die Frage, ob dies auch auf die Winkelsumme von Kugeldreiecken zutrifft.
Um das iiberpriifen zu kénnen, bendtigen wir noch einen Hilfssatz iiber die Darstellung
von Winkel eines Kugeldreiecks.

18.1. Winkellemma
Lemma 1. Sei (A, B,C) ein Kugeldreieck mit Winkelgrofien «, 3,7y. So gilt:

a=<(AxB,Ax(),
B=<(BxA,BxC0),
v=<C x A,C x B),

Beweis. Es geniigt nur eine der drei Gleichungen zu zeigen. Die anderen beiden kann
man komplett analog beweisen. Wir werden uns deshalb nur auf die erste Gleichung
konzentrieren.

Es sei also (A, B, () ein sphérisches Dreieck mit den Winkeln «, 3, 7. Es seien P; bezie-
hungsweise P jene Punkte, welche die GrofBkreishogen AB = {cos(t) - A + sin(t) - P, :
t € [0,L1]} bezichungsweise AC = {cos(t) - A + sin(t) - P, : t € [0, L]} erzeugen.
Laut der Definition des Groflkreisbogens gilt fiir den Winkel a = 4(@,14,2(\7) nun
a = arccos((P1, P»)). Wenden wir darauf den Kosinus an, erhalten wir folgende Zeile.

cos(a) = cos(arccos((Py, P2))) = (Py, Py)

. Weiters konnen wir den Punkt B als Element des Kreisbogens AB und den Punkt C
als Element des Kreisbogens AC' beschreiben. Es gilt also B € {cos(t) - A + sin(t) - P; :
t € [0, L1]}. Demnach muss es eine reelle Zahl b € [0, L1] geben, sodass

B = cos(b) - A +sin(b) - Py

gilt!
Analog muss auch die reelle Zahl ¢ € [0, Ly] existieren, sodass

C =cos(c) - A +sin(c) - P»

. Nun betrachten wir das Vektorprodukt A x B. Dabei verwenden wir die letzte Darstel-
lung von B. Anschlieflend niitzen wir die Bilinearitdt des Vektorproduktes.

Ax B=Ax(cos(b) - A+sin(b) - P) Bilingaritat cos(b) - (A x A) +sin(b) - (A x Pp)

Das Vektorprodukt eines Punktes mit sich selbst ergibt den Nullvektor. Es gilt also
demnach:

cos(b) - (A x A) +sin(b) - (A x P;) =sin(b) - (A x P)
=0
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Zusammenfassend konnten wir also nun zeigen, dass
A x B =sin(b) - (A x Pp)

. Komplett analog kénnen wir noch zusétzlich die Gleichung
Ax C=sin(c) - (A x P)

herleiten, indem wir den Punkt B durch C ersetzen.
Nun werden wir diese beiden Resultate dazu verwenden, die Gleichung

YAXxB,Ax(C)=«

zZu zeigen.

Zu Beginn werden wir von der Definition von sphérischen Winkeln Gebrauch machen.
(Ax B,AxC) )

[Ax B - [[AxC]

<(Ax B,Ax () el arccos (
Nun kommen die beiden Resultate "A x B = sin(b) - (A x P;)” und "A x C' = sin(c) -
(A x P»)” zum Einsatz.

(Ax B,AxC) > Resultate . ( (sin(b) - (A x Py),sin(c) - (A x Py)) )
[Ax B||-[|Ax ] [sin(b) - (A x Py - [|sin(c) - (A x P)|

arccos <

Nun kénnen wir, aufgrund der Bilinearitit des Skalarproduktes, die reellen Zahlen sin(b),
sowie sin(c) herausheben. Weiters konnen dieselben reellen Zahlen im Betrag aus der
Norm 7gezogen” werden. Diese Eigenschaften haben wir in den Kapiteln [6]’Skalarpro-
dukt” beziehungsweise [§| "Normen” besprochen.

(sin(b) - (A x Py),sin(c) - (A x P»)) )

Isin(b) - (A x Pr)[| - [|sin(c) - (A x P
sin(b) - sin(c) - (A x P1, A X P») )

[sin(b)] - |sin(c)| - A x Pr[[ - [|A x Py

arccos (

Bilinearitét, (N2)

arccos (

Aufgrund der Definition von AB beziehungsweise AC liegen die reellen Zahlen ¢ bezie-
hungsweise b in den Intervallen [0, L1] beziehungsweise [0, Ly]. Daher gilt 0 < ¢ < Ly <,
sowie 0 < b < Ly < 7. Die reellen Zahlen b und ¢ liegen daher im Intervall [0, 7]. Die
Sinusfunktion nimmt fiir Elemente aus diesem Intervall nur positive Werte an. Daher
gilt sin(c), sin(b) > 0. Somit ist es legitim, die Betragsstriche wegzulassen.

sin(c) - sin(b) - (A x P1, A X P») )

|sin(c)| - [sin(d)] - [|[A x Pi| - A x P2
sinfe}—sm(d) - (A X P, A X Py) )

sin(c}-sim(b) - [[A x Pi| - [|A x P

Nun benétigen wir eine Zwischeniiberlegung, weshalb wir unser Augenmerkmal auf die
beiden Normen ||A x Pi|| und ||A x P»|| legen.

arccos (

sin(c),s:in(b)ZO

arccos (
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Die Punkte A und P; liegen auf der Einheitskugel. Es gilt demnach ||A]| = [|Pi|| = 1.
Sie haben also beide den Abstand 1 zum Nullpunkt. Weiters stehen die beiden Punkte
orthogonal aufeinander. Das bedeutet, dass die von A erzeugte Gerade normal auf der
von P; erzeugten Geraden steht. Diese Orthogonalitit folgt aus der Tatsache, dass A
und P; den Groflkreisbogen AB erzeugen. Wie wir im Kapitel [5| ”Vektorprodukt” gelernt
haben, ist ein Vektorprodukt zweier Punkte immer ein weiterer Punkt, dessen Abstand
zum Nullpunkt dem Flidcheninhalt des aufgespannten Parallelogramms entspricht. Dazu
betrachte man Abbildung[p|auf Seite[24] Da A und P; nun orthogonal aufeinander stehen
und den Abstand 1 zum Nullpunkt besitzen, ist deren aufgespanntes Parallelogramm
ein Quadrat mit dem Fliacheninhalt 1. Somit besitzt der Punkt A x P; den Abstand
1 zum Nullpunkt. Es gilt also |4 x P|| = 1. Selbige Uberlegung kénnen wir auf das
Vektorprodukt A x P iibertragen. Es gilt also auch ||A x P| = 1.

Diese Uberlegungen iibertragen wir nun auf unseren Beweis.

<A><P1,A><P2>

arccos = arccos({A x P;, A x P
[A % Pl [Ax Py (AP A )
—_— ——

=1 =1

Im néchsten Schritt konnen wir das Lemma 4 verwenden.
arccos((A x Py, A x Py)) "2 % arccos((A, A) - (Py, Py) — (P, A) - (A, Py))

Nun stellen wir Uberlegungen zu den einzelnen Skalarprodukten an.

Zuerst betrachten wir das Skalarprodukt (A, A). Im Kapitel "Kosinus und Skalar-
produkt” wurde die Giiltigkeit der Gleichung (KS)auf Seite 52| gezeigt. Es gilt daher fiir
(A, A):

(A, A) = cos(<(4,0, 4)) - |A]| - | Al

bewiesen, wodurch dieser spezifische Fall auch giiltig ist. Der Winkel <(A,0, A) muss
gleich 0 sein und || A|| gleich 1. Daher gilt

(A, A) = cos(<(4,0,4)) - [|A]l - [ A]
(A, A) =cos(0)-1-1
—
= (A,4) =1

Nun richten wir unseren Fokus auf des Skalarprodukt (P;, A). Da A und P; den GroBkreis
AB erzeugen, sind die zwei Punkte orthogonal. Im Kapitel |6| ”"Skalarprodukt” konnten
wir kldren, dass das Skalarprodukt zweier orthogonalen Punkte immer 0 ist. Daher gilt
(P1, A) = 0 und aufgrund der Symmetrie des Skalarproduktes auch (A, P;) = (P, A) =
0. Ubertragen wir diese Uberlegungen auf unseren Beweis, ergeben sich folgende Resul-
tate.

arccos((A, A) -(P1, Pa) — (P1, A) - (A, Py)) = arccos((P1, P»)) = «

N—— —_—— N——
=1 =0 =0
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Wir konnten also nun zeigen, dass
YAXB,Ax(C)=«

gilt. Somit gilt dieses Lemma als bewiesen und wir kénnen es im néchsten Unterunter-
kapitel einsetzen. O

18.2. Winkelsumme
Es sei (A4, B, () ein Kugeldreieck und

a=<(AxB,AxC),
B=<(Bx A Bx(),
v=<(Cx A,C x B)

seine drei Winkel.

Um eine verniinftige Aussage iiber die Winkelsumme a4+ 3+ treffen zu kénnen, miissen
wir uns vorher versichern, dass keiner der drei Winkel «, 3,7 gleich 0 ist. Das kénnte
beispielsweise fiir &« = <(A x B, A x C) geschehen, falls die beiden Punkte A x B und
A x C' gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer Geraden liegen.

Im Kapitel 4] "Matrizen und Determinanten” lernten wir eine Methode kennen, mit
welcher wir tiberpriifen kénnen, ob sich drei Punkte mit dem Nullpunkt auf einer Ebene
befinden. Wenn es uns gelingt zu zeigen, dass det(A x B,C x B,C x A) # 0, so liegt
keiner der drei Punkte A x B, C x B und C x A gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer
Ebene und somit kénnen die Punkte auch nicht paarweise auf einer Geraden durch den
Nullpunkt liegen.

Im ersten Rechenschritt verwenden wir das Lemma 2.

det(A x B,C x B,C x A) ™2 (A x B) x (C' x B),C x A)
Anschliefend machen wir vom Lemma 3 Gebrauch.
((Ax B) x (C x B),C x A) ""™2*% ({4, C'x BY-B— (B,C x B) - A,C x A)

Das Skalarprodukt (B, C x B) muss gleich 0 sein, da die Punkte B und C' x B aufgrund

der Definition des Vektorprodukts orthogonal aufeinander stehen.

~—————

<<A,C><B>-B<B,C><B)-A,C><A> =((A,C x B)-B,C x A)
=0

Die Bilinearitdt des Skalarproduktes erlaubt es uns, reelle Zahlen aus der ersten oder
zweiten Komponente zu ziehen. Bei einem Skalarprodukt handelt es sich immer um eine
reelle Zahl, so wie bei (A4,C x B).

((A,C x B)-B,C x A) P& 4 oy BY (B, C x A)
eR
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Nun kénnen wir auf (A, C' x B), als auch auf (B,C x A) das Lemma 2 anwenden.
(A,C x B) - (B,C x A) "™ % det(A, C, B) - det(B, C, A)

Da wir angenommen haben, dass (A, B, C) ein sphérisches Dreieck ist, liegen die drei
Punkte A, B und C nicht gemeinsam mit dem Nullpunkt auf einer Ebene. Sonst wiir-
de es sich bei (A, B,C) nicht um ein sphérisches Dreieck handeln, sondern um einen
Groflkreisbogen! Und genau deswegen gilt nun

det(A,C, B),det(B,C,A) # 0

Da nun keiner der Faktoren des Produktes det(A, C, B) - det(B, C, A) gleich 0 ist, kann
das Produkt auch nicht gleich 0 sein.

det(A,C, B) -det(B,C, A) #0
#0 #0

Es gilt also zusammenfassend:
det(Ax B,C x B,C x A) #0

Somit liegt keiner der Punkte A x B, C' x B und C x A gemeinsam mit einem anderen
der drei Punkte und dem Nullpunkt auf einer Geraden. Die Winkel «, S und v sind
somit ungleich 0.

Bevor wir den letzten Teil in diesem Unterkapitel bestreiten konnen, miissen wir uns
noch eine Gleichung herleiten. Abbildung [20| auf Seite [78| soll die folgende Uberlegung
visualisieren.

Der Punkt 4x¢ liegt auf der Einheitssphére. Die Gerade, welche von diesem Punkt

[AxC]]
erzeugt wird, schneidet die Einheitssphéire im Punkt migll und im Punkt %.

Der sphérische Abstand dg2 (%, %) dieser beiden Punkte entspricht genau der

Lénge eines halben Groflkreises, ndmlich m. Tatséchlich gibt es zwischen diesen beiden

Punkten nicht exakt einen GroBkreisbogen mit der Linge dge (||ﬁ11§g||’ ﬂfaxAxXC(ﬂ)) Es gibt

sogar unendlich viele Grokreisbégen mit der Linge dg2 (IIﬁigll’ ﬂfﬁxcﬂ)). Von dieser

Menge an Grofikreisbogen lésst sich genau einer finden, welcher den Punkt migu ent-
hélt. Damit kénnen wir diesen Groflkreisbogen mit der Lénge 7 in zwei Groflkreisbogen
unterteilen. Es gilt also nun

p (AXC —(AXC)) (AXC AXB>+d <A><B —(AxC))
2 5 == 2 ) 2 9
TAAxCl [AxC TA\AxC A B[] T T \[Ax B [AxC]|

Wir interpretieren den sphérischen Abstand nun als Winkel. Dabei gilt dg2 ( Hﬁig” , Hﬁigll )

<(A x C, A x B). Der Winkel beschreibt ja nur die Lage der Halbgeraden. Die Punkte
die angegeben werden sind jene, die die Halbgeraden erzeugen. Man konnte diese Punk-
te ohne weiteres durch andere Punkte, die auf derselben Halbgeraden liegen, ersetzen.
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Abbildung 20: Denkstiitze zum Beweis der Winkelsumme

Daher konnen wir statt < (%, nﬁigu) auch <(A x C, A x B) schreiben. Dadurch

andert sich die Lage der Halbgeraden namlich nicht und der Winkel bleibt unverdndert.

d <A><C’ —(AxC)) (AXC AxB) (AXB —(AXC))
2 ’ = ds2 ) 2 )
T \JAxCl” JAx O T\AxC A B T \JAx B [AxC]|

=r =<(AxC,AxB)

Wir gaben dem Winkel <(A x B, A x C) bereits den Namen «. Es gilt also nun die
Gleichung

7T:Oé+dg2< Ax B —(A><C)>

A< B|" [AxC]

. Wir konnten im Kapitel [5] ”Vektorprodukt” feststellen, dass das Vektorprodukt nicht
kommutativ ist. Jedoch gilt das Lemma 1: "VA, BE€R3: A x B = —(B x A)".

d (AXB —(AxC))
™=« 2 ,
A% B [AxC|
emima A B

L 47T—Oé—|—d§2( X CxA >

[Ax B||" [|-(C x A
Ax B Cx A >
[Ax B||"|C x A

<:>7T:Oé+dg2(

Im néchsten Schritt kommt uns die Dreiecksungleichung des sphérischen Abstandes zu

Gute. Der Punkt ”giig” liegt ndmlich nicht auf dem Grofikreisbogen der eindeutig durch
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den sphérischen Abstand dSQ (”:Kig” ”giﬁ”) bestirnmt ist. Dieser Groflkreisbogen be-

sitzt den Anfangspunkt TAXE] AX BH und den Endpunkt TCxAT CX A” Die sphérische Distanz zwi-
schen diesen beiden Punkten ist im sphérischen Raum der kurzeste Weg zwischen diesen
beiden Punkten. Wenn wir einen Umweg iiber den Punkt ” > BH nehmen wiirden, so
wiirde der Gesamtweg auf alle Fille ldnger werden. Dieser Sachverhalt wurde im Kapitel
"Der Sphérische Raum” genauer beleuchtet und im Unterkapitel auf Seite
bewiesen.

td <A><B CXA)
T =« 2 ,
S\JAx B|" [|C x A
N (Aig)a—l—d <A><B CxB) d (CxB C’><A>
s 2 s 2 s
S \JAx B|"[|C x B S\JCx B[ [[C x Al

Wieder kénnen wir die sphérischen Absténde als Winkel interpretieren. Daher gilt nun
folgendes.

AxB CxB) d (CxB C’><A>
|Ax B||”[|IC x B |Cx B|"|Cx A

er<a+<(AxB,CxB)+<(CxB,CxA)

7T<Oé+d§2(

Sodass der letzte Schritt ersichtlicher erscheint, schreiben wir die Winkel noch etwas um.
Einerseits ist es offensichtlich, dass <(C' x B,C x A) = <(C x A,C x B) gelten muss,
andererseits benétigt es nochmal ein wenig Uberlegung die Gleichheit <(A x B,C x B) =
<I(B x A, B x C) zu verstehen. Dazu dient Abbildung 21| auf Seite [80| als Denkstiitze.
Nichtsdestotrotz gelten nun folgende Aquivalenzen.

T<a+<(AxB,CxB)+<(CxB,CxA)
er<a+<BxABxC)+<(CxA,C x B)
= =

sr<a+f+y

Die Winkelsumme von einem sphérischen Dreieck ist also, im Gegensatz zum ebenen
Pendant, echt grofier als . Somit konnten wir nun wenigstens eine untere Schranke fiir
die Winkelsumme finden. Im néchsten Unterkapitel werden wir nun auch eine obere
Schranke finden.

18.3. Beschranktheit der Winkelsumme

Die Winkelsumme eines Kugeldreiecks kann nie grofler 3 - m werden, da jeder der drei
Winkel kleiner 7 sein muss. Das kommt von der Definition eines sphérischen Dreiecks.
Man stelle sich nun einen Grofikreis vor, auf welchem drei Punkte A, B, C liegen. Dieses
Punktetripel bildet noch kein Dreieck, da die Winkel «, 3,v jeweils gleich m wéren.
Wenn man aber nun einen der drei Punkte leicht vom Groflkreis entfernt, so entsteht ein
sphérisches Dreieck, da alle drei Winkel ein wenig kleiner werden. Dabei schrumpft auch
die Winkelsumme, wie man bei Abbildung [22] auf Seite [81] sechen kann. Daher kénnen
wir den folgenden Satz formulieren.
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Abbildung 21: Gegeniiberliegender Winkel

Satz 7. Fir die Winkelgréfien «, B, eines sphdrischen Dreiecks gilt

a+p+v € (m3m)

19. Das Polardreieck

Zu jedem Kugeldreieck existiert ein anderes eindeutig bestimmtes Dreieck, welches Po-
lardreieck genannt wird. Dieses Dreieck wird uns dabei helfen, den Winkelkosinussatz
zu beweisen. Die Frage ist jedoch nun, wie wir zu einem gegebenen sphérischen Drei-
eck das dazugehorige Polardreieck bestimmen kénnen. Dazu miissen wir die Eckpunkte
des Polardreiecks berechnen. Diese werden Pole genannt, und im néchsten Unterkapitel
behandelt.

19.1. GroBkreis und Pol

Ein Pol ist ein Punkt auf der Einheitskugel. Um diesen bestimmen zu kénnen bendtigen
wir einen Groflkreis. Salopp gesagt ist es nun unser Ziel, einem Grofikreis einen Punkt
zuzuordnen, wie man dem Aquator auf natiirlicher Weise den Nordpol zuordnen kann.
Gesucht ist also nun jener Punkt, welcher zu jedem Punkt des gegebenen Groflkreises
den selben sphéirischen Abstand besitzt. Dafiir wiirden nun zwei Punkte in Frage kom-
men. Auf unser Beispiel mit der Erdkugel umgemiinzt, wiirde der Nord - und auch der
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Abbildung 22: Beschrinktheit der sphérischen Winkelsumme

Siidpol fiir den Aquator als GroBkreis in Frage kommen. Daher stelle man sich vor, man
wiirde in einem Zug den Aquator entlang fahren. Zum einen gibt es dann die Seite in
Fahrtrichtung links und zum anderen die Seite in Fahrtrichtung rechts. Der gesuchte Pol
eines GroBkreises ist nun jener Pol, welcher sich in Fahrtrichtung links befindet. Die-
sen Pol kann man daher auch Linkspol nennen. Wir stellen uns nun vor, dass wir den
Aquator von Westen nach Osten entlang fahren. Der Linkspol wire dann der Nordpol.
Abbildung [23] auf Seite |82] soll diese Uberlegung veranschaulichen. Einem GroBkreis ei-
ne "Fahrtrichtung” zu verpassen bedeutet im mathematischen Sinne, den Grofkreis mit
einer Orientierung zu versehen. [Sch17, S. 19 - 21]

Zusammenfassend konnen wir also nun jedem orientierten Groflkreis einen Linkspol zu-
ordnen. Weiters lassen sich Links - und Rechtspol eines orientierten Grof3kreises leicht
berechnen. Dazu benétigt man jene Gerade, welche normal auf die durch den Groflkreis
eindeutig bestimmte Ebene steht und durch den Nullpunkt hindurchgeht. Die Schnitt-
punkte dieser Gerade mit der Einheitssphéire sind dann gerade die Pole.

Angenommen A, B € S? liegen gemeinsam auf einem GroBkreis. Die Punkte A x B
und —(A x B) befinden sich aufgrund der Definition des Vektorproduktes auf einer Ge-
raden, die durch den Nullpunkt geht. Indem wir die beiden Punkte durch ihren Abstand
zum Nullpunkt teilen, erhalten wir zwei neue Punkte die auf der selben Geraden liegen,
jedoch nun normiert sind. Das bedeutet, dass sie nun den Abstand 1 zum Nullpunkt
besitzen und somit auf der Einheitskugel liegen. Die Punkte migll und ﬁ sind die
Schnittpunkte der Gerade mit der Einheitskugel und somit die Pole jenes Grofikreises,
welcher A und B enthélt. Die Orientierung des Groflkreises bestimmt, welcher Pol der
Linkspol und welcher der Rechtspol ist. Die drei Seiten eines Kugeldreiecks bestimmen
eindeutig drei Grofikreisbogen, welche wiederum drei eindeutig bestimmte Linkspole be-
sitzen. Diese drei Linkspole bilden dann die drei Eckpunkte des Polardreiecks.
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. Linkspol

-

.
Rechtspol

Abbildung 23: Grofikreis mit Pole

19.2. Definition des Polardreiecks

Es sei (A, B, C) ein sphérisches Dreieck. Die drei gesuchten Linkspole konnen wir richtig
berechnen, indem wir das Vorzeichen der Determinante det(A, B, C') betrachten! Sollte
diese Determinante positiv sein, so sind die Punkte

AxB BxC AxC
A x B B x Cl A xC|

die drei Linkspole, welche das gesuchte Polardreieck zum sphérischen Dreieck (A, B, C)
bilden.
Falls die Determinante det(A, B, C') negativ ist, so bilden die drei Punkte

—(A x B) —(Bx () —(AxQC)
1A > B 1B < C 1A > C

das gesuchte Polardreieck.
Nun wollen wir diese beiden Félle zusammenfassen und das Polardreieck allgemein defi-
nieren. Dazu benétigen wir die Vorzeichenfunktion oder Signumfunktion.
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Definition 13. Die Funktion

1, falls x > 0
sign: R — {-1,0,1},x— <0, fallsx =0
—1,falls x <0

nennt man Vorzeichenfunktion oder Signumfunktion. Sie bildet jede reelle Zahl auf ihr
Vorzeichen ab.

Damit kénnen wir nun das Polardreieck allgemein definieren. Dazu setzen wir € :=
sign(det(A4, B, C)), wobei das Punktetripel (A, B, C) ein Kugeldreieck bildet.

Definition 14. Es sei (A, B,C) ein Kugeldreieck. Das sphdrische Dreieck (A', B',C"),
wobei

BxC _ CxA Ax B

Al B = ——— Ci=€e —
1€ > Al A > B

=€
1B > C

nennt man Polardreieck zu (A, B,C).

19.3. Eigenschaften eines Polardreiecks

Nun stellt sich fiir uns die Frage, wie die Seiten und Winkel von (A4, B, C') mit denen von
(A’, B', C") zusammenhéngen. Dazu betrachten wir die Seite a’ des Dreiecks (A’, B', C").
Es gilt ja bekanntlich:

efinition A A B
d = dgz(B', ") Peten g ( Cx . )

6. ’6-
IC > A" [|A < B

Der sphérische Abstand kann, wie schon beschrieben, als Winkel interpretiert werden.
Dabei kéonnen wir die "Normierung” der Punkte einfach weglassen.

dgz<e-|CXA AXB>:<[(6-(C><A),6'(A><B))

, €
[Cx All" [[Ax B

Gliicklicherweise kénnen wir das Vorzeichen € auch einfach weg lassen. Das kommt von
der Gleichung "<(C' x A, A x B) = <(—(C x A), —(A x B))”. Von dieser Gleichheit lasst
man sich nach Betrachtung der Abbildung [21] auf Seite [80] iiberzeugen.

<q(e-(CxA)e- (Ax B))=<(C x A, Ax B)

antikommutatives Vektorprodukt
= <(—(AxC),AxB)

Im néchsten Schritt schreiben wir <(—(AxC'), Ax B) einfach als 1—<(Ax C, Ax B). Die
Abbildung [24] auf Seite [84]soll die Giiltigkeit dieses Rechenschrittes bestétigen. Demnach
gilt also:

I(—(AxC),AxB)=m—<(AxC,A X B)
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Ax B

(A xC,AxB) <(—(AxC),Ax B)

®

AxC —(AxC
G(—(AxC)AxB)=n—<(AxC,Ax B) (4xC)

Abbildung 24: Uberlegung zu Gegenwinkel

Im Unterkapitel "Winkellemma” konnten wir zeigen, dass @ = <((4A x C, A x B)
gilt. Demnach schreiben wir:

T—<YAXC,AXxB)=1—«
Zusammenfassend gilt also nun folgender Zusammenhang.
d=1—a«a

Die Seite @/ = B'C’ des Polardreiecks (A, B',C") entspricht genau 7m — «, wobei «
eine Winkelgréfle des Dreiecks (A, B, C) ist. Somit konnten wir einen sehr brauchbaren
Zusammenhang zwischen diesen beiden Dreiecken herstellen. Analog kann man sich auch
die beiden Gleichungen

V=n-p d=m—7
herleiten.

Um spater den Winkelkosinussatz schnell und unkompliziert beweisen zu kénnen, be-
noétigen wir noch einen weiteren Hilfssatz. Folgend soll dieses Lemma nun formuliert und
bewiesen werden.

Lemma 2. Sei (A, B,C) ein spharisches Dreieck und (A’', B',C") das Polardreieck zu
(A, B,C). Dann ist (A, B,C) das Polardreieck zu (A', B',C").

Beweis. Es sei (A”, B”,C") das Polardreieck zu (A’, B', C"). Nun miissen wir die Gleich-
heit 7(A”, B”,C") = (A, B,C)” nachweisen. Dazu miissen wir zeigen, dass die jeweiligen
Eckpunkte die selben sind. Da der Beweisvorgang fiir alle Punkte analog ablauft, geniigt
es nur die Gleichheit von einem Eckpunktpaar zu zeigen. Wir werden im Zuge dieses
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Beweises nun die Gleichung C' = C” nachweisen. Dann gilt das Lemma als bewiesen.

Zu Beginn miissen wir uns vergewissern, dass der Punkt C” = ¢ - % senkrecht
auf A" und B’ steht. Aufgrund der Definition des Vektorproduktes tritt dieser Fall ein.
Aus selbigem Grund steht auch der Punkt C senkrecht auf A" = e - % und auf

B =e¢- %. Daraus kénnen wir nun schlieSen, dass entweder C” = C oder C" = —C
gilt.

Fir 0 € {—1,1} gilt demnach
c"=4s-C (Resultat 1)

Das ist ein sehr wichtiges Zwischenergebnis, welches wir im Rahmen des Beweises spater
wieder aufgreifen werden. Vorher miissen wir uns noch ein anderes Zwischenresultat
erarbeiten! Dazu betrachten wir das Skalarprodukt (4" x B, C"). Ausgehend von diesem

Skalarprodukt beniitzen wir die Definition von C”.
A x B’

A/ B 1! — A/ B/ / .

(A x B,C") < X B, HA,XB,”>

Die Bilinearitét des Skalarproduktes erlaubt es uns ¢ und ||A’ x B’|| aus der zweiten
Komponente herauszuziehen.

(A" x B', A" x B)

(A" x B,C") = <A’ x B¢ A" x B’ > Bilinearitéit ¢

A B A~ B

Nun verwenden wir die schon 6fters verwendete Eigenschaft "VP € R3 : (P, P) = || P|*”.

/ 2 /
€ A Y, n YPER?(P,P)=|P| € A e
4 < B (A" x B, A" x B") = M’i |A" x B'||
=¢. HA' X B’H
Aufgrund der Gleichheitskette die wir legen konnten gilt nun
<A’ X B’,C”) =¢. HA’ X B’H
se HA' X B'|| = <A' x B, C’”>
Nun verwenden wir das Resultat 1 ”C" =46 - C”.
HA' X B'|| = <A' x B, C”>
Reslgltatl <A/ % B/,(S . C>
Im nichsten Schritt ersetzen wir A’ sowie B’.
BxC Cx A
A'x B.§- = . . .
(A'x B',6-C) < € HBXCHXE 1CxA| ,0 C>
— A’ —B’
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In der ersten Komponente des Skalarproduktes befindet sich ein Vektorprodukt. Da das
Vektorprodukt bilinear ist, konnen wir reelle Zahlen aus dem Vektorprodukt, welches
zusétzlich mithilfe der grofien runden Klammer gekennzeichnet wurde, herausziehen.
Dazu gehoren die beiden €, als auch die Normen.

BxC CXA) >
€- X € - ,0-C
<(HBXQ\ 1C x A

Bilinearitdt Vektorprd. 62 ) 1 . 1
S 1B xCfl O x Al

((B><C)><(C><A)),5-C>

Da auch das Skalarprodukt die Eigenschaft der Bilinearitdat besitzt, konnen wir reelle
Zahlen von beiden seiner Komponenten heraus ziehen.

(et o (@ O (a8 <)

€R
€R
Bilinearitit Skp. 0
= {((BxC)x(CxA),C)
B x C|l-|C x Al
Nun setzen wir D := C x A. Dadurch ist die Anwendung von Lemma 3 fiir die erste

Komponente im Skalarprodukt leichter ersichtlich. Anschlieflend fithren wir wieder eine
Riicksubstitution aus.

1)
- (B A
1B CT-1C < I <( XC)X(C%;)’C>

Lem:ma 3 0 .
B xC|l-[[Cx A
D=CxA o '
B xC|-[|Cx Al

((B,D)-C—{(C,D)-B,C)

((B,C x A)-C —(C,C x A) - B,C)

Da die Punkte C' x A und C' aufgrund der Definition des Vektorproduktes orthogonal
zueinander sind, muss das Skalarprodukt (C,C x A) gleich 0 sein. Weiters wissen wir,
dass es sich bei dem Skalarprodukt (B,C x A) um eine reelle Zahl handelt, die wir
aufgrund der Bilinearitdat herausziehen diirfen.

5
1B x C|l-[[Cx A

<<B,C x A)-C — (C,C x A) ~B,C’>
€R =0
5

= B’CXAC,C
EECIREET R ) (G0

Nun kénnen wir (C,C) als ||C||* schreiben. Da der Punkt C auf der Einheitskugel liegt,
betriigt sein Abstand zum Nullpunkt genau 1. Daher gilt ||C||* = 12 = 1. Zusétzlich
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verwenden wir fiir das Skalarprodukt (B,C x A) das Lemma 2.

1)
{(B,C x A)-(C,C
Bl -TC = A7 ¢ (.0
Lemma 2 5 2
fr— det B,C,A N C
B> oo x4 B¢ [0

=1

Fiir den nachsten Schritt miissen wir uns daran erinnern, dass sich nur das Vorzeichen der
Determinante einer Matrix dndert, falls zwei Spalten der Matrix miteinander vertauscht
werden. Fir die Determinante det(B, C, A) gilt also nun:

det(B,C, A) = (—1) - det(A,C, B) = (—1) - (~1) - det(A, B, C) = det(A, B, C)
—_—
=1

Der nachste Beweisschritt sieht also wie folgt aus.

5
1B < C|-[[Cx A
B 5
1B > C|-|C > Al

-det(B,C, A)

-det(A, B, C)

Zusammenfassend gilt nun aufgrund der entstandenen Gleichheitskette folgendes.

5
1B < C|-[[C < A

|4 x B'|| - ¢ = . det(4, B, C)

Aufgrund des Gleichheitszeichens miissen beide Seiten der Gleichung das selbe Vorzei-
chen besitzen. Daher gilt:

5
1B x | -[[Cx Al

sign (||A" x B'[| - €) = sign ( -det(A,B,C’))

Da die Normen ||[A" x B||, || B x C|| und ||C x Al| aufgrund der Definition von Normen
zwingend positive Zahlen sein miissen, wiirde sich nichts am Vorzeichen dndern, wenn wir
sie einfach weglassen wiirden. Weiters kénnen die drei Normen auch nicht 0 sein, da die
drei Punkte A, B, C' aufgrund der Annahme ein Kugeldreieck bilden und somit zwingend
auf der Einheitskugel liegen. Daher kénnen diese drei Punkte und ihre Vektorprodukte
ungleich dem Nullpunkt sein. Folglich sind die Normen davon auch ungleich 0.

1)
sign | ||[A" x B'|| ¢ | = sign -det(4, B,C)
45 1B = T |C = 4]
>0 S—— ———

>0 >0
& sign(€’) = sign(d - det(A, B, C))

Nun bendtigen wir noch eine niitzliche Eigenschaft der Vorzeichenfunktion. Es seien
a,b € R zwei reelle Zahlen. So gilt dann, sign(a - b) = sign(a) - sign(b). Man kann sich
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von der Gilltigkeit dieser Aussage selbst iiberzeugen, indem man die Aussage in drei
Félle spaltet. Ein Fall wiare zum Beispiel, dass a und b beide positive Zahlen wéren. Ein
weiterer Fall ware, dass beide reellen Zahl negativ wéren. Beim letzten Fall wére eine
Zahl positiv, wohingegen die andere Zahl negativ wiare. Wir gehen nun einen der drei
Félle gemeinsam durch.
Es seien a, b beide positive Zahlen, so gilt

sign(a - b) = sign(a) - sign(b)

=1 =1 =1

Die Gleichung stimmt in diesem Fall also. Die anderen beiden Fille lassen sich auch
schnell {iberpriifen und werden daher dem Leser iiberlassen.
Nun wieder zuriick zu unserem Beweis.

') = sign(d - det(A, B, 0))
€)= 81gn( ) - sign(det(A, B, C))

sign(
& sign(
Bei sign(€’) als auch bei sign(d) suchen wir nach Vorzeichen von Vorzelchen Angenom-
men es sei € = (—1). Dann wire sign(¢’) = sign((—1)) = (—1) = €. Auch fir die
Annahme ¢ = 1 wére sign(¢’) = €. Selbiges stimmt auch fiir sign(é) . Es gilt daher
ganz offensichtlich sign(¢’) = €, sowie sign(§) = 6. Wenn wir diese Uberlegung im Zuge
unseres Beweises verwenden, so erhalten wir die folgenden Zeilen.

sign(e’) = sign(d) - sign(det(4, B, C))
& € = §-sign(det(4, B,C))

=€

s =3¢ (Resultat 2)

Im Unterkapitel auf Seite [76| konnten wir fiir A, B,C € S? zeigen, dass
det(B x C,C x A, A x B) =det(B,C,A)-det(C, A, B)
gilt. Nun werden wir fiir jeweils beide Matrizen zweimal ihre Spalten vertauschen:

det(B,C, A) - det(C, A, B) = (—1) - (—1) - det(4, B,C) - (~1) - (~1) - det(A, B, C)

=det(B,C,A) =det(C,A,B)

Gliicklicherweise ergibt (—1) - (—=1) - (—=1) - (—1) = 1. Daher gilt im folgenden:
(=1) - (=1) -det(A, B,C) - (=1) - (1) - det(A, B, C) = det(A, B, C)?

Die Determinante det(A, B, C') muss ungleich 0 sein, da (A4, B, C') laut Annahme ein Ku-
geldreieck ist und die Eckpunkte A, B, C' demnach nicht gemeinsam mit dem Nullpunkt
auf einer Ebene liegen kénnen. Da es sich bei der Determinante det(A, B,C) um eine
reelle Zahl handelt, ist das Quadrat det(A, B, C')? folglich eine positive Zahl! Es gilt also
nun zusammenfassend folgende Ungleichung.

det(B x C,C x A, A x B) = det(4,B,C)? >0 (Resultat 3)
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Diese Ungleichung werden wir nun gleich wieder benétigen. Nun betrachten wir jedoch
das Vorzeichen €.

¢ = sign(det(A’, B',C"))

Nun verwenden wir die Definitionen von A, B und C.

sign(det(4', B/, ")) PME sign <det ( BxC  CxA  AxB ))

, € , €
[BxC|" [|[Cx A" [[AxB|

Nun verwenden wir die Linearitdt von Determinanten um reelle Zahlen spaltenweise
aus der Determinante herausziehen zu koénnen. Diese Eigenschaft wurde im Kapitel
”"Matrizen und Determinanten” auf Seite [14] besprochen.

sig <det( BxC Cx A AxB))
ign €- JE - JE -
[BxC|l" [[Cx A" [[Ax B

3
Linearitat . €
= ""sign ~det(B x C,C x A, A x B))
QBXWWCXMHMXBH

Jetzt verwenden wir die Eigenschaft, dass das Vorzeichen eines Produktes gleich dem
Produkt der Vorzeichen der Faktoren ist.

&3
sign -dethC,CxA,AxB))
QBX@HWXMWMxBH (

63
=sign -sign (det(B x C,C x A,Ax B
(HBxCII-HC><AH-HA><BH> (det( )

Aufgrund des Resultats 3 gilt die Ungleichung det(B x C,C x A, A x B) > 0. Daher
muss das Vorzeichen sign(det(B x C,C x A, A x B)) gleich 1 sein.

63
sign -sign (det(B x C,C x A,Ax B
(HBxCII-HC><A||-HA><BH> (det( )

&3
=sign -1
QBXQHWXMMMxBO

Das uns gebliebene Vorzeichen kénnen wir wieder aufteilen!

. o
sign
<WX@HWXNVMXH>

1
. 3 .
=sign(e”) - sign ( )
) 1B x C[[-[|Cx Al - |A x B

Wir wissen, dass e entweder 1 oder (—1) sein kann. €® ist daher entweder 13 = 1 oder
3 . . . . 3 _ . . 1
(—1)° = (—1). Daher gilt schlieBlich > = e. Weiters muss der Quotient TBXCTTOXATTAXE]
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aufgrund der drei Normen, positiv sein. Somit kénnen wir den folgenden Rechenschritt
ausfiihren.

1
|Bx C|l-[|Cx Al -||Ax B

>0

sign(_€® ) - sign = sign(e) - 1

Wie schon einmal erwdhnt wurde, muss sign(e) = € gelten.
Somit ist es uns nun gelungen, eine Gleichungskette von ¢’ nach € zu legen. Zusammen-
fassend konnten wir also nun die Gleichung

€ =¢€
erfolgreich nachweisen. Da ja noch zusétzlich das Resultat 2
€=05¢

eine wahre Aussage ist, muss daraus § = 1 folgen .
Wenn wir also nun fiir § die Zahl 1 in unser erstes Resultat einsetzen, sind wir am Ende
des Beweises angelangt.

c'=45-C
Bor=c

Wie schon erwéhnt, konnen wir analog A” = A, sowie B” = B zeigen. Daher ist (A, B, C)
das Polardreieck zu (A’, B, C"), falls (A’, B’,C") das Polardreieck zu (A, B, C). O

An dieser Stelle méchte ich nun die schon erarbeiteten Eigenschaften des Polardreiecks
tibersichtlich auflisten. Dazu sei (A, B, C) ein sphérisches Dreieck.

P1 Falls (A’, B',C") das Polardreieck zu (A, B, C) ist, so ist (A4, B, C') das Polardreieck
wu (A, B, C")..

P2d=n—-a V=1m-8, d=m-—v

Diese beiden Eigenschaften kénnen wir nun noch zu einer sehr niitzlichen dritten Eigen-
schaft kombinieren.

Pl , P2
a=d =1-d
also folgt daraus

o =m—a

und analog

B =mr—0b

/
v =mm—c

Dieser Zusammenhénge werden den Beweis des Winkelkosinussatzes immens kiirzen.
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Teil III.
Spharische Trigonometrie

Auch fiir diesen Teil wurden sdmtliche Definitionen und Beweisideen dem Vorlesungs-
skriptum von Christian Bar entnommen. [Bar08, S. 133 - 137]

Der Aufbau des Teils orientiert sich hingegen stark an der Herangehensweise von Bert-
hold Schuppar. [Sch17, S. 63 - 74]

In der ebenen - als auch in der sphérischen Geometrie besitzen Dreiecke insgesamt sechs
Groflen, die sich in drei Seiten und drei Winkel enteilen lassen. In der ebenen Geometrie
ist es immer moglich, die fehlenden Gréflen eines Dreiecks zu berechnen, wenn mindes-
tens drei Groflen bekannt sind. Das funktioniert auch bedingt fiir Kugeldreiecke. Den
Umstand, nur drei Groflen zu kennen, werden wir als Problem bezeichnen, welches es zu
l6sen gilt, indem die fehlenden Groflien berechnet werden. Dabei existieren unterschied-
liche Kombinationsmoglichkeiten von gegebenen Groéflen. Diese Moglichkeiten versehen
wir mit geeigneten Kiirzel, hinter denen eine gewisse Logik steht.

Insgesamt gibt es sechs Moglichkeiten:
"WWW?” Drei Winkel sind bekannt.
”SSS” Drei Seiten sind bekannt.
"SWS” Zwei Seiten und deren eingeschlossener Winkel sind bekannt.
"WSW?” Zwei Winkel und deren eingeschlossene Seite sind bekannt.
"SWW?” Eine Seite, ein anliegender Winkel und der gegentiberliegende Winkel sind bekannt.
"SSW?” Zwei Seiten und ein davon nicht eingeschlossener Winkel sind bekannt.

Im Laufe dieses dritten Teiles werden wir nun hilfreiche Sétze kennenlernen, welche uns
dabei behilflich sein werden, unsere sechs aufgelisteten Probleme 16sen zu koénnen.

20. Seitenkosinussatz der spharischen Geometrie

Wir beginnen mit dem Fall "SWS”. Wir haben also zwei Seiten und den davon einge-
schlossenen Winkel gegeben. Wir kennen also zum Beispiel a, b und . Abbildung [25| auf
Seite [92] visualisiert dieses Beispiel. Mithilfe des Seitenkosinussatzes konnen wir mithilfe
der drei gegebenen Groflen die fehlende Seite ¢ ausrechnen.

Satz 8. Fir die Seitenldngen a,b, c und fir die Winkel o, B, eines sphdrischen Dreiecks
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20 SEITENKOSINUSSATZ DER SPHARISCHEN GEOMETRIE

Abbildung 25: Beispiel zu "SWS”

gilt:
cos(a) = cos(b) - cos(c) + sin(b) - sin(c) - cos(a),
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sin(a) - sin(c) - cos(f),
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(7y).
Mithilfe der dritten Gleichung kénnen wir nun unser konkretes 16sen. Damit konnen
wir nun den Funktionswert vom Kosinus beziiglich ¢ berechnen. Nach der Anwendung

des Arkuskosinus erhalten wir die fehlende Seite c.
Nun werden wir den Seitenkosinussatz beweisen.

Beweis. Es geniigt nur eine der drei Gleichungen zu beweisen. Die beiden anderen Glei-
chungen lassen sich komplett analog zeigen. Es wird die dritte Gleichung gezeigt.

Wir betrachten das Skalarprodukt der beiden Vektorprodukte C' x A und C' x B. Im ers-
ten Beweisschritt verwenden wir die Gleichung (KS), welche wir auf Seite |52 hergeleitet
haben.

(€ x A, CxB) = € x Al -||C x Bl - cos(<(C x A,C x B))

Da die Punkte A, B, C auf der Einheitskugel liegen, gelten die Gleichungen ”||C' x A| =
sin(dgz2 (A, C)” und "||C x B|| = sin(dg2(B, C)”. Weiters verwenden wir das "Winkellem-
ma” fir den Winkel ~.

|C x Al - ||C x Bl - cos(<(C x A,C x B)) =sin(ds2(A, C)) - sin(ds2 (B, C)) - cos(7)

=
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20 SEITENKOSINUSSATZ DER SPHARISCHEN GEOMETRIE

Der sphérische Abstand von A nach C bzw. von B nach C' ist gerade die Seite b bzw.
die Seite a. Es gilt also:

sin(dg2 (A, C)) - sin(ds2 (B, C)) - cos(y) = sin(b) - sin(a) - cos(y)
-5

Es gilt also demnach zusammenfassend:
(C x A,C x B) =sin(b) - sin(a) - cos(7) (Gleichung 1)

Nun betrachten wir nochmal das Skalarprodukt (C' x A,C x B). Jedoch schlagen wir
diesmal einen anderen Rechenweg ein. Diesmal verwenden wir zu Beginn das Lemma 4.

(C'x A,C x B) “™2*%(C,C) - (A, B) — (A,C) - (C, B)

Nun haben wir vier Skalarprodukte erhalten. Der néchste Rechenschritt wird ein wenig
aufwendig. Wir beniitzen nun fiir jedes dieser vier Skalarprodukte, die Gleichung (KS)
von Seite Zum Beispiel gilt nun (C,C) = cos(<(C,C)) - ||C]| - ||C||. Diese Identitét
benutzen wir nun fiir jedes der vier vorkommenden Skalarprodukte unseres Beweises. Es
gilt demnach:

(C,C)-(A,B)— (A,C) - (C,B)
(<@, O) -l -NC) - (cos(a(A, B)) - | All - [|BI)
(<2(A4,C)) -l -l - (cos(<(C, B)) - [[C] - | BI)

= (cos

(cos

Diese tippige Differenz kénnen wir leicht abspecken. Da die Eckpunkte A, B, C' des sphé-
rischen Dreiecks auf der Einheitskugel liegen, betrdgt deren Abstand zum Nullpunkt
genau 1. Daher gilt ||A|| = || B|| = ||C|| = 1. Weiters ist der Winkel <(C, C) trivialerwei-
se 0. Es gilt also nun:

(cos(<(C, C)) - IC][ - IC]) - (cos(<(A, B)) - [| Al - | BI)
— (cos(<(4,C)) - | A]l- € - (cos(<(C, BY) - [ € - | BI)
=cos(0)-1-1-cos(<t(4,B)-1-1) —cos(<t(4,C))-1-1-cos(«(C,B)-1-1

——— ——

——
-1 =c =b =a

s(
s(

{

=cos(c) — cos(b) - cos(a)

Aufgrund unserer alternativen Vorgehensweise konnten wir nun folgende Gleichung er-
rechnen.

(C x A,C x B) = cos(c) — cos(b) - cos(a) (Gleichung 2)
Einerseits gilt also nun ”Gleichung 1”

(C x A,C x B) =sin(b) - sin(a) - cos(y)

93
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und andererseits gilt nun auch ”Gleichung 2”
(C x A, C x B) = cos(c) — cos(b) - cos(a).

Diese beiden Gleichungen kénnen wir nun sehr zielbringend kombinieren.

Gleichung 1 < Gleichung 2

sin(b) - sin(a) - cos(7) CxA,C xB) cos(c) — cos(b) - cos(a)

Zusammenfassend gilt also nun folgende Zeile.
sin(b) - sin(a) - cos(y) = cos(c) — cos(b) - cos(a)

Schlussendlich 16sen wir noch nach cos(c¢) auf und konnten somit die dritte Gleichung
des Seitenkosinussatzes beweisen.

sin(b) - sin(a) - cos(y) = cos(c) — cos(b) - cos(a)

& cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos()
0

Konkret kann man zur Losung unseres Beispiels "SWS” die dritte Gleichung des Sat-
zes verwenden und somit die dritte Seite ¢ des Kugeldreiecks berechnen. Anschlieend
kann man mithilfe der ersten Gleichung, nach einer kurzen Aquivalenzumformung, den
Winkel a berechnen. Selbiges Vorgehen beziiglich der zweiten Gleichung liefert den Win-
kel B und somit die letzte fehlende Grofle des Kugeldreiecks.

Weiters kann mithilfe des Seitenkosinussatzes auch das Problem ”SSS” gelost werden.
Es sind dort alle drei Seiten gegeben. Man kann durch Umformen der Gleichungen die
fehlenden Winkel berechnen.

Zusammenfassend sind also die Probleme "SWS” und ”SSS” mithilfe des Seitenkosi-
nussatzes der sphérischen Geometrie 16sbar.

¢ TWWW?
. 78887

o SWS”
¢ "WSW”
¢ "SWW”
o "SSW”

Es fehlen uns also noch vier ungeléste Probleme.
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<D

C

Abbildung 26: Beispiel zu "WSW?”

21. Winkelkosinussatz der spharischen Geometrie

Wir betrachten nun das Problem "WSW?”. Hier haben wir zwei Winkel und die davon
eingeschlossene Seite gegeben. Zum Beispiel kennen wir die beiden Winkel «, 8 und
die davon eingeschlossene Seite c. Die Abbildung [21] auf Seite [95] veranschaulicht dieses
Beispiel.

Mithilfe des Winkelkosinussatzes der sphéarischen Geometrie konnen wir das "WSW?” -
Problem 16sen und den fehlenden dritten Winkel berechnen. Bei unserem Beispiel wére
das konkret der Winkel ~.

Satz 9. Fir die Seitenldngen a, b, c und fir die Winkel a, B, eines sphdrischen Dreiecks
qgilt:
cos(a) = cos(a) - sin(y) sin(B) — cos(7) - cos(f),
cos(8) = cos(b) - sin(a) sin(y) — ( ) - cos(7),
cos(y) = cos(c) - sin(a) sin(f) — cos( ) - cos(f).

Beweis. Wir betrachten nun das Polardreieck (A’, B', C") zu dem Dreieck (A, B,C) und
wenden den schon gezeigten Seitenkosinussatz darauf an. Es gilt also:

cos(d’) = cos(a’) - cos(V') + sin(a’) - sin(b') - cos(v')

Nun verwenden wir die speziellen Eigneschaften (P2) und (P3), welche wir im Kapitel
19.3] "Eigenschaften eines Polardreiecks” ab Seite [83] bewiesen haben. Es gelten demnach
die Beziehungen
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5
1777;:;/_'
|
\
\

Abbildung 27: Skizze zum Beweis des Winkelkosinussatzes

P2yd=mn—a, V=m-p8, d=r—x
(P3) v'=n—c¢
Fiir uns bedeutet das nun folgendes.
cos(c’) = cos(a’) - cos(b') + sin(a’) - sin(b') - cos(vy")
(P2),(P3)
4

cos(m — ) = cos(m — ) - cos(m — ) + sin(m — «) - sin(w — B) - cos(m — ¢)

Im néchsten Schritt benétigen wir eine Eigenschaft der Sinus - und Kosinusfunktion. Da-
zu betrachten wir den Einheitskreis auf Seite [96] Dieser soll die Giiltigkeit der Aussagen

Va € R : cos(m — x) = — cos(x), Vz € R :sin(r — ) = sin(x)

untermauern. Im néchsten Rechenschritt konnen wir diese beiden Aussagen wie folgt
einbauen.

cos(m — ) = cos(m — ) - cos(m — ) + sin(m — «) - sin(7m — ) - cos(m — ¢)
& —cos(y) = (—cos(a)) - (—cos(B)) + sin(a) - sin(B) - (— cos(c))
& (—1) - cos(y) = (1) - (—1) - cos(ax) - cos(f3) + (—1) - sin(c) - sin(p) - cos(c)
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Nun teilen wir noch beide Seiten der Gleichung durch (—1) und erhalten dadurch genau
die dritte Gleichung des Winkelkosinussatzes.

(=1)-cos(y) = (=1) - (=1) - cos(a) - cos(B) + (—1) - sin(c) - sin(B) - cos(c)
(2D (=17 - cos(7) _ (A7 (—1) - cos(a) - cos(B) +j7/1/f- sin(«) - sin(f) - cos(c)
= = =)

< cos(y) = sin(«) - sin(B) - cos(c) — cos(a) - cos(S)

Auf komplett analoge Weise konnen die beiden anderen Gleichungen des Satzes bewiesen
werden. O

Der Winkelkosinussatz der sphérischen Geometrie besitzt gegeniiber dem Winkelkosi-
nussatzes der ebenen Geometrie einen Vorteil. Indem man zum Beispiel die erste Glei-
chung des sphérischen Winkelkosinussatzes nach cos(a) umformt, kann man die Seite a
aus den drei Winkeln «, 8,7 errechnen. Das kann man natiirlich auch fiir die anderen
Seiten b, ¢ erreichen. Demnach ist es also mithilfe des Winkelkosinussatzes moglich, das
Problem "WWW?” zu lésen. Das heifit man kann drei fehlende Seiten berechnen, wenn
man die drei Winkel kennt. Demnach ist ein Kugeldreieck auch durch seine drei Winkel
eindeutig bestimmt. Es soll nochmals erwahnt werden, dass das auf ebene Dreiecke nicht
zutrifft.

Mithilfe des Winkelkosinussatzes der sphérischen Geometrie kénnen wir das Problem
"WSW?”, als auch das Problem "WWW?” l6sen.

° 2 SWW?’
° 77SSW77

Es fehlen uns damit nur mehr zwei Probleme.

22. Sinussatz der spharischen Geometrie

Die beiden ungelosten Probleme "SWW?” und "SSW” kénnen mit dem Sinussatz der
sphérischen Geometrie teilweise gelést werden.

Satz 10. Fir die Seiten a,b,c und fir die Winkel «, 3,7 eines sphdrischen Dreiecks
(A, B,C) gilt

sin(a)  sin(b)  sin(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)’
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Beweis. Wir betrachten zu Beginn die Norm [|(A x C) x (A x B)J|. Im allerersten Schritt
wenden wir das Lemma 4 auf das Vektorprodukt (A x C) x (A x B) an.

(A x C) x (A x B)|| "™ |(4,Ax B)-C — (C,Ax B) - A

Da die Gerade, die von A erzeugt wird, senkrecht auf der von A x B erzeugten Gerade
steht, nimmt das Skalarprodukt (A, A x B) den Wert 0 an.

(A,Ax BY-C — (C,Ax B)-Al| = |- (C, A x B) - A|
=0

Die Eigenschaft (N2) einer Norm besagt, dass man stets reelle Zahlen im Betrag aus der
Norm ziehen kann. Es gilt also demnach:

(0. AxBY-A| | (0, AxB)| |4
cR

Da der Punkt A auf der Einheitskugel liegt, ist sein Abstand zum Nullpunkt gleich 1.
Daher gilt ||A|| = 1. Zusétzlich kénnen wir aufgrund des Betrags das Minuszeichen darin
weg lassen.

| = (CAXB) |- A = [{C,Ax B)|-1=|(C,Ax B)|
Im néchsten Schritt verwenden wir das Lemma 2.
1(C, A x B)| "™ 2| det(C, A, B)|
Nun vertauschen wir zweimal die Spalten der Matrix.
|det(C, A, B)| =|(—1) - (—1) - det(A, B,C)| = | det(A, B,C)]
Zusammenfassend gilt also nun:
(A x C) x (Ax B)| =|det(A, B,C)| (Gleichung 1)

Dieses Ergebnis merken wir uns nun fiir einen Augenblick. Wir betrachten wiederum die
Norm [[(A x C) x (A x B)||. Diesmal kommt jedoch Satz [5| auf Seite [53| zum Einsatz.
Daher gilt nun:

|(Ax C)x(Ax B)| Sat:ZElHA x C - []JA x B|| -sin(<t(A x C, A x B))

Da die Punkte A, B, C allesamt auf der Einheitskugel liegen, konnen wir zum Beispiel
statt ||A x C|| den Funktionswert sin(<t(A, C')) schreiben. Diese Moglichkeit erarbeiteten
wir uns im Unterkapitel [I5.3] "M3” auf Seite [64] her. Daher schreiben wir nun:

|A X C| -||Ax BJ -sin(<(A x C, A x B)) =sin(<(A, C)) - sin(<t(A, B)) - sin(«)

=«

98



22 SINUSSATZ DER SPHARISCHEN GEOMETRIE

Nun erinnern wir uns an die Definition des sphérischen Dreiecks zuriick. Die Seite b =
A/,\C ist gleich dem sphérischen Abstand dg2(A, C). Der sphérische Abstand kann jedoch
immer als Winkel interpretiert werden. Es gilt also ds2 (A, C') = <(A, C) = b. Fiir unseren
Beweis bedeutet dies nun:

sin(<t(4, C)) - sin(<(A, B)) - sin(a) = sin(b) - sin(c) - sin(w)
Zusammenfassend gilt demnach folgende Gleichung.

(A x C) x (A x B)| =sin(b) - sin(c) - sin(«) (Gleichung 2)
Nun kénnen wir ”"Gleichung 1” mit "Gleichung 2” kombinieren.

Gleichung2 Gleichungl

(A x C)x(Ax B) |det(A, B,C)|
= sin(b) - sin(c) - sin(a) = | det(A, B, C)|

sin(b) - sin(c) - sin(a)

Wir betrachten nun die Norm [[(B x A) x (B x C)|| bzw. die Norm ||(C x B) x (C x A)]|].
Durch analoges Vorgehen erhalten wir die Gleichung

Spalten vertauschen

sin(c) - sin(a) - sin(8) = | det(B, C, A)] | det(A, B, C)|
< sin(c) - sin(a) - sin(B) = |det(A, B, C)|

beziehungsweise

Spalten vertauschen

sin(a) - sin(b) - sin(y) = | det(C, A, B)| = |det(A, B, C)|
< sin(a) - sin(b) - sin(y) = |det(A, B, C)]

. Somit stellten wir den Betrag der Determinante det(A, B,C') als drei verschiedene
Produkte dar. Diese drei Produkte sind demnach gleich! Es gilt also

sin(b) - sin(c) - sin(a) = sin(c) - sin(a) - sin(5) = sin(a) - sin(b) - sin(y)

Nun moéchten wir die erhaltene Gleichungskette durch sin(a) - sin(b) - sin(c) teilen. Da-
her darf das Produkt sin(a) - sin(b) - sin(c) nicht gleich 0 sein. Dieses ist genau dann 0,
falls mindestens einer der drei Faktoren 0 ist. Da es sich bei (A, B,C) jedoch um ein
Kugeldreieck handelt, befinden sich dessen Seiten a, b, ¢ im Intervall (0, 7). Praktischer-
weise bildet die Sinusfunktion keine Zahl aus diesem Intervall auf die 0 ab. Folglich sind
die Funktionswerte sin(a), sin(b), sin(c) und somit auch deren Produkt ungleich 0. Eine
Division durch dieses Produkt kann demnach problemlos durchgefithrt werden.

Dabei erhalten wir:

sinft] -l

sin(a) -

\éé
St
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Abbildung 28: Beispiel zu "SSW”

Da sich die Winkel a, 3,y sowie die Seiten a, b, c auch im Intervall (0, 7r) befinden, konnen
wir ohne weiteres den Kehrwert bilden. Das heift, dass wir die Quotienten umgangs-
sprachlich einfach umdrehen. Das Gleichheitszeichen bleibt dabei bestehen.

sin(«) _ sin(3) _ sin(7y)
sin(a)  sin(b)  sin(c)
Kehrwert Sin(a) _ sin(b) _ sin(c)
sin(a)  sin(B)  sin(7y)

Bei diesen Gleichungen handelt es sich genau um die Aussage des Sinussatzes der sphé-
rischen Geometrie. O

Wir stehen nun vor dem "SSW?” - Problem und versuchen es zu 16sen. Zum Beispiel sind
die Seiten a,b, sowie der Winkel a gegeben. Die Skizze[28|auf Seite[I00]zeigt die gegebenen
Groflen. Mithilfe des Sinussatzes konnen wir uns nun den Sinus von 3 berechnen.

sin(a) _ sin(b)
sin(a)  sin(B)

& sin(B) = sin(b) - sin(«)

sin(a)

Um S eindeutig berechnen zu kénnen, miissten wir die Umkehrfunktion des Sinus ver-
wenden. Es werden jedoch immer zwei Elemente aus (0, 7) beziiglich der Sinusfunktion
auf eine Zahl abgebildet. Ein Funktionswert des Sinus hat also zwei Urbilder in (0, 7).
Die Definition einer Umkehrfunktion mithilfe einer Einschrankung auf (0, 7) macht da-
her keinen Sinn. Lange Rede kurzer Sinn: Es gibt auf dem Intervall (0, 7), in welchem
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Abbildung 29: Beispiel zu "SWW?”

sich die Seiten und Winkel eines sphérischen Dreiecks bewegen, zwei Winkel die das sel-
be Bild beziiglich der Sinusfunktion besitzen. Es gibt daher also zwei mogliche Winkel
B, einen spitzen und einen stumpfen. Manchmal kann man aus dem Kontext erkennen,
welcher der beiden Winkel nun der richtige ist, jedoch muss man immer mit zwei Losun-
gen rechnen.
Vor das gleiche Problem stellt uns der Fall "SWW?”. Zum Beispiel ist die Seite b und die
Winkel o und g gegeben. Das Beispiel wird durch die Skizze 29| auf Seite dargestellt.
Mit Hilfe des Sinussatzes konnen wir uns sin(a) berechnen.

sin(a)  sin(b)

sin(a)  sin(p)
) sin(a) - sin(b)
& sin(a) = Sn(3)

Aber auch hier konnen wir die Seite a nicht eindeutig bestimmen. Es existieren in diesem
Fall einfach zwei Dreiecke, die den Sinussatz erfiillen.

Neben diesem Eindeutigkeitsproblem gibt es noch ein weiteres Problem, welches wir
mit den drei zentralen Sétzen gar nicht l6sen kénnen.

Angenommen es sind zwei Seiten a,b und die jeweiligen Gegenwinkel «, 8 bekannt. So
gibt es momentan noch keine Méoglichkeit, die restliche Seite ¢ und ihren Gegenwinkel
~ zu berechnen. Im ebenen Fall, konnte man sich den dritten Winkel mithilfe der Win-
kelsumme berechnen, worauf die dritte Seite dann leicht bestimmbar ist. Wie wir schon
wissen, ist diese Vorgehensweise fiir ein sphérisches Dreieck nicht moglich, da die Win-
kelsumme nicht fest ist.
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Daher benétigen wir einen alternativen Losungsweg, welchen wir mithilfe von rechtwink-
ligen Kugledreicken bis zu einem bestimmten Grad finden werden.

23. Rechtwinkliges Kugeldreieck

Definition 15. Wir nennen ein sphdrisches Dreieck (A, B, C) rechtwinklig, falls v = 7.
Die dem rechten Winkel v einschlieffenden Seiten nennen wir Katheten, die Gegenseite
heifst Hypotenuse.

An dieser Stelle muss noch erwahnt werden, dass es rechtwinklige Kugeldreiecke gibt,

welche auch zwei oder drei rechte Winkel besitzen kénnen. In der spharischen Geometrie
ist dies durchaus moglich. Weiters existieren auch noch rechtseitige sphéarische Dreiecke.
Diese besitzen mindestens eine Seite, die gleich 7 ist. Ganz interessant sind sphérische
Dreiecke, die rechtwinklig als auch rechtseitig sind. Solche Mischformen weisen ein ho-
hes Mafl an Besonderheit auf, was sich auch bei Berechnungen ihrer fehlenden Grofien
deutlich bemerkbar macht. Das heifit, dass fiir manche dieser speziellen Dreiecke gar
keine Moglichkeit besteht, deren fehlenden Gréfien zu bestimmen. Wir sparen diese Spe-
zialfdlle also vorerst aus und betrachten diese dann separat. Wenn wir also folglich von
rechtwinkligen Dreiecken sprechen, dann besitzt dieses Dreieck nur einen rechten Win-
kel, ndmlich v = § und keine rechte Seite.
Da wir fiir rechtwinklige Kugeldreiecke den Winkel v = 7 schon kennen, gibt es nur
mehr finf unbekannte Groéflen. Es gilt also nun fiir rechtwinklige Kugeldreiecke, dass
wir nur zwei von fiinf Gréflen kennen miissen, um alle Restlichen berechnen zu kénnen.
Dazu benétigen wir die sogenannten "Neper’schen Formeln”. Diese werden wir uns nun
im néchsten Kapitel herleiten.

23.1. Neper’'sche Formeln

Es sei (A, B, C) ein Kugeldreieck mit v = § und «, 3, a,b,c # 5. Vier von sechs der "Ne-

per’schen Formeln” kénnen wir uns herleiten, indem wir mithilfe der bekannten Groéfie

v = 5 den Seitenkosinussatz, den Winkelkosinussatz, sowie den Sinussatz vereinfachen.

Aus der dritten Gleichung des Seitenkosinussatzes kdnnen wir folgendes erschliefien.
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos()
Te? cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos <72r>
0

< cos(c) = cos(a) - cos(b) (22.1)

Diese Gleichung wurde im Sinne der Ubersicht mit (22.1) gekennzeichnet, da es sich um
die erste Gleichung im 22. Kapitel handelt.
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Aus der ersten Gleichung des Winkelkosinussatzes folgern wir (22.2).

cos(a) = cos(a) - sin(7y) - sin(B) — cos(7y) - cos(3)

= cos(a) = cos(a) - sin (g) -sin(f) — cos (;r) -cos(3)

=1 =0
< cos(a) = cos(a) - sin(3) (22.2)

Weiters konnen wir eine der sechs "Neper’schen Formeln” aus der dritten Gleichung des
Winkelkosinussatzes folgern.

cos(y) = cos(c) - sin(a) - sin(3) — cos(a) - cos(B)

s cos <72T> = cos(c) - sin(a) - sin(B) — cos(a) - cos(3)

=0
T eos(gheos(?) cos(a) - cos(3) = cos(c) - sin(a) - sin(f)
Nun teilen wir beide Seiten der Gleichung durch das Produkt cos(«) - cos(3). Dieses Pro-
dukt kann nicht 0 werden. Dazu miisste cos(a) und/oder cos(/3) gleich 0 sein. Das kann
jedoch nicht passieren, da o, § € (0,7) mit «, 8 # 7§ gilt. Zur Erinnerung méchte ich er-
wahnen, dass sich alle Seiten und Winkel eines sphérischen Dreiecks im offenen Intervall
(0,7) befinden. Auf diesem offenen Intervall wird nur § beziiglich der Kosinusfunkti-
on auf den Wert 0 abgebildet. Diesen Wert haben wir jedoch in den Voraussetzungen
ausgenommen. Daher konnen wir ohne weitere Bedenken durch das besagte Produkt
teilen.

cos S cos(a) - cos(f3)
=1

8) cos(a)-cos(8) cos(a}—cos(B)  cos(c) - sin(w) - sin(f)

cos(a) - cos(8) = cos(c) - sin(«) - sin

Nachdem wir die linke Seite der Gleichung gewinnbringend vereinfacht haben, verwenden
wir die Definition des Tangens.

sin(a) sin(3)
cos(a) cos(B)

—— ——
=tan(a) =:tan(B)

< 1 = cos(c) - tan(a) - tan(B) (22.3)

<1 =cos(c) -
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Schliellich folgt aus dem Sinussatz:

sin(a) _ sin(c)
sin(a)  sin(vy)
v=% sin(a)  sin(c)
< sin(e)  sin ()
sin(a) sinfc
< sin(a) (c)

sin(a)
sin(c)
existiert immer, da sin(c) nicht 0 sein kann. Die Sinusfunktion nimmt auf dem offenen

Intervall (0, 7) niemals den Wert 0 an.

Nun erweitern wir beide Seiten der Gleichung mit dem Quotienten . Dieser Quotient

bm(a) . . .
2 sin(a) M:M 81'11(04)

= sin(«) (22.4)

Wir ziehen nun eine Zwischenbilanz!
22.1) Hier sind drei Seiten beteiligt.

(
(22.2) Hier sind eine Kathete und zwei Winkel beteiligt.
(22.3) Hier sind eine Hypotenuse und zwei Winkel beteiligt.
(22.4)

22.4) Hier sind die Hypotenuse, die Gegenkathete und ein Winkel beteiligt.

Zwei Falle fehlen uns noch! Zum einen muss noch der Fall Ein Winkel, die Ankathete
und die Hypotenuse” und zum anderen muss noch der Fall "Ein Winkel und die zwei
Katheten” untersucht werden!

Wir fahren nun mit dem Fall ”Ein Winkel, die Ankathete und die Hypotenuse”
fort:

Wir kennen die Gréflen «, 5 und c eines rechtwinkligen Kugeldreiecks. Wir betrachten
nun cos(a) und verwenden nacheinander die Neper’schen Formeln (22.2), (22.4) und
(22.1).

cos(a) (222 sin(p) - cos(a)

Nun verwenden wir die Gleichung (22.4). Dabei ersetzen wir sin(5) mit dem Quotienten
sin(b)

sin(c)

sin(f3) - cos(a) (22 ZEEZC); - cos(a)

Im néchsten Schritt beniitzen wir (22.1). Dabei formen wir die Gleichung (22.1) um,
indem wir beide Seiten davon durch cos(b) teilen. Auch dieser Rechenschritt ist wieder
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erlaubt, da cos(b) nicht 0 sein kann. Wir ersetzen also nun cos(a) mit dem Quotienten
cos(c)
cos(b)

sin(b)

sin(c)

- cos(a) 22D sin(b) cos(c)
(a) sin(¢) cos(b)

Nun ordnen wir die Quotienten neu an.

sin(b) cos(c) _ sin(b) - cos(c) _ sin(b) - cos(c) _ sin(b) cos(c)

sin(c) cos(b) sin(c)-cos(b)  cos(b) -sin(c) cos(b) sin(c)

Im néchsten Schritt bilden wir den Kehrwert des Quotienten Zfs((z))
cos(c) __ (sin(c)

sin(c) — \ cos(c)
wenden und schreiben das Inverse von tan(c) als Quotienten.

. Es gilt nédmlich

-1
) . Anschlielend konnen wir zweimal die Definition des Tangens ver-

-1

sin(b) cos(c)  sin(b) | sin(c) B _y _ tan(b)
cos(b) sin(c)  cos(b) | cos(c) = tan(b) M "~ tan(c)
—_— | — 1
=tan(b) =tan(c) ~tan(c)
Es folgt also daraus:
_ tan(b)
cos(a) = tan(c) (22.5)

Zum Schluss betrachten wir nun den Fall ”Ein Winkel und die zwei Katheten”.
Dazu nehmen wir nun an, dass die Groflen «, a und b bekannt sind. Aufgrund des
Sinussatzes gilt:

sin(a) Sinussatz Sin(f3)
sin(a)  sin(b)

Aufgrund der Formel (22.2) gilt die Gleichung "sin(8) = EZZ((Z‘)) ”. Dabei wurde die ur-
spriingliche Gleichung (22.2) umgeformt, indem beide Seiten durch das Bild cos(a) geteilt
wurden. Aufgrund der zugrundeliegenden Bedingungen, die wir an das rechteckige Ku-
geldreieck gestellt haben, ist keine Seite des Dreiecks gleich 7. Daher kann das Bild einer

Seite beziiglich des Kosinus nicht 0 werden. Eine Division durch cos(a) ist daher erlaubt.

cos(a) sin(b)

Im néchsten Schritt multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit dem Quotien-

te CS;I;EZ)) Anschlieflend kénnen wir nach zwei Kiirzungen, zweimal die Definition der
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Tangensfunktion beniitzen. Schlussendlich resultiert dann die Neper’sche Formel (22.6).

‘cs(z;:éi)) sin(a)  simfa)  costa) 1 sin(a)

=tan(a) =tan(a)
tan(a
tan(a) = sin((b)) (22.6)

Somit konnten wir uns nun die sechs Neper’schen Formeln erfolgreich herleiten. Ab-
schlieffen mochte ich dieses Kapitel mit einer Zusammenfassung der oben hergeleiteten
Formeln.

1. Ein Winkel, die Gegenkathete und die Hypotenuse sind im Rechengeschehen in-
volviert. Mit zwei der drei genannten Grofien, kann man mithilfe der folgenden
Formel die fehlende dritte Grofle berechnen.

sin(a) = Zill((‘g (Wi GK Hyp)

2. Ein Winkel, die Ankathete und die Hypotenuse sind involviert.

cos(a) = E:igg (Wi AK Hyp)

3. Zwei Winkel und zwei Katheten sind involviert.

tan(a) = t;;l((z)) (Wi 2K)
4. Alle Drei Seiten sind involviert.
cos(c) = cos(a) - cos(b) (39)
5. Zwei Winkel und die Hypotenuse sind involviert.
tan(a) - tan(B) - cos(c) =1 (2Wi Hyp)
6. Zwei Winkel und eine Kathete sind involviert.
cos(a) = sin(f) - cos(a) (2Wi K)
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B

A ~ ‘.

B

Abbildung 30: Losungsskizze zu "SSWW” mit spitzem Winkel

Man kann mit diesen sechs Formeln die fehlenden Gréflen eines rechtwinkligen Kugeldrei-
ecks berechnen, wenn man neben dem einen rechten Winkel v noch zwei weitere Grofien
kennt.

Damit kdnnen wir nun auch die beiden fehlenden allgemeinen Félle ’SWW” und ”"SSW”
16sen. Wie schon erwéhnt kann man sich bei beiden Féllen eine weitere Grofie mit dem Si-
nussatz berechnen. Im Fall ?"SSW?” erhélt man einen weiteren Winkel. Beim Fall "SWW?”
eine weitere Seite. Wir betrachten nun den Fall "SSW”. Wir nehmen nun an, dass wir
uns mithilfe des Sinussatzes den Winkel 8 berechnet haben. Wie wir schon wissen, fehlt
es diesem Winkel an Eindeutigkeit. Es gibt ein spitzes 8 als auch ein stumpfes 8. Fiir die
weiteren Berechnungen miissen wir die beiden Winkel separat betrachten. Zuerst wéhlen
wir das spitze 8. Zusammenfassend fehlen uns nun eine Seite und der dazu gegeniiberlie-
gende Winkel. Wir nehmen an, dass es sich dabei um ¢ und v handelt. Und nun kommt
eine Neper’sche Formel ins Spiel!

Angenommen die Groflen a,b, o, 3 # Fmit b < § sind bekannt. So kann man sich die
restlichen Grofien ¢ und « nun so berechnen, indem man sich die Hohe h. von der Seite ¢
zum Eckpunkt C vorstellt. Diese Hohe unterteilt nun das urspriingliche Dreieck in zwei
rechtwinklige Dreiecke. Die Skizze [30] auf Seite visualisiert die gerade beschriebene
Idee. Wir betrachten nun das linke rechtwinklige Dreieck. Wir kennen neben den rechten
Winkel, die Seite b sowie den Winkel «. Fiir das linke rechtwinklige Kugeldreieck stellt
b die Hypotenuse dar. Es liegt demnach der Fall (2Wi Hyp) vor. Daher kénnen wir den
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C é-------- [ haks

Abbildung 31: Losungsskizze zu "SSWW” mit stumpfen Winkel 3

Winkel 77 mithilfe der fiinften Neper’schen Formel berechnen.

tan(«) - tan(7y;) - cos(b) =1
tan(a)-cos(b)#£0 1
& t -
an(7) tan(a) - cos(b)
1
&y = arctan [ —————————
1T aretan (tan(a) -cos(b))
Analog kénnen wir auch den Winkel 75 aus dem rechten rechtwinkligen Kugeldreieck
berechnen.

tan(p) - tan(ys2) - cos(a) =1
tan(fB)-cos(a)#0 . 1
< tan(7z) = tan(f) - cos(a)

& y9 = arctan (M)

Damit kénnen wir nun den Winkel des urspriinglichen Dreiecks v = 1 + 2 bestimmen.
Mithilfe des Seitenkosinussatzes konnte man dann anschliefend noch die Seite ¢ des Drei-
ecks erschlieflen.

Sollte man den stumpfen Winkel fiir 8 wéhlen, so muss man nur eine Kleinigkeit an
der gerade beschriebenen Vorgehensweise &ndern. Die Winkel 71, sowie 2 lassen sich
komplett gleich berechnen. Jedoch gilt im Falle eines stumpfen S nun v = v; — 2. Das
kommt daher weil sich die Hohe h. nun auflerhalb des Dreiecks befindet. Abbildung
auf Seite [I0§] soll diese Behauptung plausibilisieren. Sollte man beim Fall "SWW” die
fehlende Seite mithilfe des Sinussatzes berechnen, so muss man auch mit einer spitzen
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und stumpfen Seite rechnen und die beiden Félle separieren. Der Losungsweg verlauft
dann analog zum Losungsweg von "SSW”.

24. Spezialfille

In diesem Kapitel mochte ich einige Spezialfille von Kugeldreiecken thematisieren. Das
ist meines Erachtens deshalb notwendig, da manche dieser Spezialfille eine eigene Vorge-
hensweise bei ihrer Berechnung benétigen. Andererseits gibt es einen Spezialfall, welcher
unter gewissen Umstédnden gar nicht 16sbar ist.

Auch in der sphéirischen Geometrie existieren sogenannte gleichschenklige oder gleichsei-
tige Dreiecke. Diese kénnte man natiirlich auch als Spezialfille klassifizieren. Allerdings
schenken wir diesen keine besondere Aufmerksamkeit, da sie bei ihrer Berechnung keiner-
lei Probleme machen. Ihre Berechnungen verlaufen komplett analog zu einem allgemeinen
Dreieck.

Als durchaus problematisch kénnen sich rechtwinklige als auch rechtseitige Kugeldreie-
cke herausstellen. Diese kénnen in der sphérischen Geometrie ndmlich mehr als nur eine
rechte Seite oder einen rechten Winkel besitzen. Das heifit, dass mindestens eine der
Groflen des Dreiecks gleich 5 ist. Bei der Berechnung von Dreiecken gilt die Winkel-
funktion Sinus beziehungsweise Kosinus als unerlésslich. Diese nehmen an der Stelle 5
den Wert 1 beziehungsweise den Wert 0 an. Das kann manchmal zu Problemen fiihren.
Zum Beispiel verwendet man beim Fall ?"SSWW?” die 5. Neper Formel. In dieser Formel
kommt ein Tangens vor, der an der Stelle 7 jedoch nicht definiert ist. Daher kénnte man
unter gewissen Umstéanden die 5. Neper Formel nicht anwenden und kénnte folglich das

Problem "SSWW?” nicht losen.

24.1. Rechtwinkliges Dreieck

Wie schon erwahnt gehen wir bei einem rechtwinkligen Kugeldreieck davon aus, dass es
nur einen rechten Winkel besitzt. Wie wir im Kapitel 23| "Rechtwinkliges Kugeldreieck”
auf Seite[102] gesehen haben, ldsst sich ein rechtwinkliges Dreieck mithilfe der Neper’schen
Formeln leicht berechnen.

24.2. Rechtseitiges Dreieck

Wenn man davon ausgeht, dass ein rechtseitiges Dreieck nur eine rechte Seite hat, so ist
auch dessen Berechnung einfach durchzufiihren. Es gibt noch einen Trick, welcher die
Bestimmung der fehlenden Gréflen des rechtseitigen Dreiecks noch weiter erleichtert.
Man beniitzt die Beziehungen

!/ /
a =7—a« o =7—a
/ /
b=n—-p B =m—0b
/ /
d=m—x Y =mm—c
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. Damit kann man némlich die gegebenen Grofien des rechtseitigen Dreiecks in Gréfien
des dazugehorigen Polardreiecks umrechnen. Beim Polardreieck eines rechtseitigen Drei-
ecks handelt es sich um ein rechtwinkliges Dreieck, welches man mithilfe der Neper’schen
Formeln berechnen kann. Die erhaltenen Groflen kann man mit den oben angefiithrten
Beziehungen wieder umrechnen.

24.3. Doppelrechtwinkliges - gleichschenkliges Kugeldreieck

Natiirlich kann es auch sphérische Dreiecke geben, welche zwei rechte Winkel besit-
zen. Diese doppelrechtwinkligen Dreiecke sind immer auch gleichschenklige Dreiecke. Die
Schenkel betragen immer 7. Diese Behauptung kénnen wir leicht in einen Satz gieflen
und mithilfe des Winkelkosinussatzes und des Sinussatzes beweisen.

Satz 11. Es sei (A,B,C) ein sphdrisches Dreieck. Falls dieses Dreieck zwei rechte Winkel
besitzt, so folgt daraus, dass es auch gleichschenklig ist. Die Linge der Schenkel betragen
dann %.

2

Beweis. Ohne Beschriankung der Annahme kénnen wir a = = § annehmen.
Aus dem Winkelkosinussatz folgt:

cos(f) = cos(b) - sin(c) - sin(7y) — cos(a) - cos(7)

aMB z

&2 cos(g) = cos(b) - sin(=) - sin(y) — cos(=) - cos(7)

—— —— ——
=0 =1 =0

&0 =cos(b) - 1-sin(y) — 0 - cos(7)
& 0 = cos(b) - sin(7)

|
N

Das Produkt cos(b) - sin(y) wird genau dann 0, falls cos(b) und/oder sin(y) gleich 0
sind. Nun muss man dringend beachten, dass sich die Groflen b,y beide im offenen
Intervall (0,7) befinden. Keine Zahl aus diesem Intervall wird beztiglich des Sinus auf
die 0 abgebildet. Das heifit, dass sin(y) # 0 gilt. Daher muss cos(b) gleich 0 sein.

<0 = cos(b) - sin(y)
< (cos(b) =0) V (sin(y) = 0)
kann nicht sein!

Wie schon erwiahnt befindet sich die Seite b im Intervall (0,7). Auf diesem Intervall,
nimmt die Kosinusfunktion nur Werte aus dem Intervall (—1,1) an. Daher kénnen wir
das Bild von cos(b) beziiglich der Arkuskosinusfunktion bilden.

cos(b) =0
beim arccos(cos(b)) = arccos(0)

Da die Arkuskosinusfunktion die Umkehrfunktion des auf (0, 7) eingeschrinkten Kosinus
ist, gilt arccos(cos(b)) = b. Nun miissen wir noch herausfinden, welchen Wert die Ar-
kuskosinusfunktion beziiglich 0 annimmt. Dazu tiberlegen wir uns, welche Zahl aus dem
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Intervall (0, 7) beziiglich des Kosinus auf die 0 abgebildet wird. Wenn man sich die Ab-
bildung [1f auf Seite [11| ansieht, so ldsst man sich leicht von der Aussage "arccos(0) = 5"
iiberzeugen. Es gilt also

arccos(cos(b)) = arccos(0)

T
b= —
< 2

Somit konnten wir schon eine fehlende Seite unseres Dreiecks, ndmlich b = 5 berechnen.

Jetzt miissen wir nur noch a = g nachweisen.

Dazu betrachten wir die erste Gleichung des Sinussatzes und setzen alle bekannten Gro-

Ben ein.

sin(a) _ sin(b)
sin(a)  sin(B)
sin(a)  sin(3)
< sin(%) ~ sin(Z)

sin(a) 1

1 1

< sin(a) =1

Es wird nur die Zahl § aus dem offenen Intervall (0, ) beziiglich der Sinusfunktion auf
die 1 abgebildet. Daher gilt

O]

Und damit konnten wir nachweisen, dass ein doppelrechtwinkliges Kugeldreieck auto-
matisch ein gleichschenkliges Kugeldreieck ist. Dabei haben die Schenkel die Linge &

Weiters gilt fiir ein doppelrechtwinkliges Dreieck, dass der Winkel zwischen den Schen-
keln gleich seiner gegeniiberliegenden Seite ist. Es sei ein sphérisches Dreieck mit a, b, o, 8 =
5 gegeben. Dann ist c gleich ~.

Das konnen wir mithilfe des Winkelkosinussatzes nachweisen. Wir betrachten die dritte
Gleichung dieses Satzes und setzen alle bekannten Gréfien ein.

cos(y) = cos(c) - sin(a) - sin() — cos(a) - cos(B)

oy (3 (3 (5 ()

=0
< cos(y) = cos(c) — 0
& cos(y) = cos(c)
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Abbildung 32: Ein doppelrechtwinkliges Dreieck

Da sich v und ¢ beide im offenen Intervall (0, 7) befinden, kénnen wir beide Seiten der
letzten Gleichung beziiglich der Arkuskosinusfunktion auswerten.

cos(y) = cos(c)

e arccos(cos(y)) = arccos(cos(c))

Sy=c

Wie man sieht, besitzt ein doppelrechtseitiges Dreieck einige Eigenschaften. Die Abbil-
dung [32] auf Seite zeigt ein solches Dreieck, wenn man a,b, o, f = § annimmt. Egal
wie grofl man ~ wahlt, die Schenkel sowie die rechten Winkel verdndern niemals ihre
Grofle. Man kann also sagen, dass das Dreieck durch ~ eindeutig bestimmt ist. Und hier
kommen wir zum groéfiten Problem dieses Dreiecks! Der Fall "SSWW?” ist nicht 16sbar,
falls v unbekannt ist. Weiters gelingt es auch nicht die fehlenden Gréflen mithilfe der 5.
Neper Formel zu berechnen, da der darin vorkommende Tangens aufgrund der Schenkel,
mit der Grofle 7, nicht definiert ist.

Ich ziehe daher den Schluss, dass der Fall "SSWW?” bei einem doppelrechtwinkligen
Kugeldreieck nicht 16sen kann, falls der Winkel zwischen den Schenkeln unbekannt ist.

24.4. Kugeloktant

Ein Spezialfall des doppelrechtwinkligen Kugeldreiecks heifit Kugeloktant. Man stelle
sich vor, dass der Winkel v des Dreiecks in Abbildung [32| auf Seite auch gleich 3
ist. Somit erhédlt man ein sphéarisches Dreieck, dessen Groflen alle 5 betragen. Dieses
Dreieck nennt man Kugeloktant. Das Wort ”Oktant” kommt von der Zahl Acht und
findet Verwendung, da acht Kugeloktanten die gesamte Kugel abdecken. Dazu betrachte
man die Abbildung [33] auf Seite
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Abbildung 33: Acht Kugeloktanten

Zusammenfassung

In diesem Kapitel sollen nochmal alle Probleme mit einem derer Losungswege aufgelistet

werden.

SWS

SSS

WSwW

WWwW

SWW

SSW

In diesem Fall liefert der Seitenkosinussatz die letzte fehlende Seite. Da man nun
alle drei Seiten kennt, kann man nach einer kurzen Umformung der Gleichungen
des Seitenkosinussatzes die beiden restlichen Winkel berechnen.

Wenn man alle drei Gleichungen des Seitenkosinussatzes geschickt umformt,
erhilt man die restlichen drei Winkel.

Nach Anwendung des Winkelkosinussatzes erhilt man den letzten fehlenden
Winkel. Indem man zwei der drei Gleichungen des Winkelkosinussatzes umformt,
erhélt man die zwei restlichen Seiten.

Wenn man alle drei Gleichungen des Winkelkosinussatzes geschickt umformt,
erhélt man die restlichen drei Seiten.

Mithilfe des Sinussatzes lésst sich jene Seite berechnen, welche einem der gegebe-
nen Winkel gegeniiber liegt. Beachte, dass die erhaltene Seite nicht eindeutig ist.
Unabhéngig von der Wahl der spitzen oder stumpfen Seite gelangt man automa-
tisch zum Fall "SSWW?”

Auch hier liefert der Sinussatz einen Winkel, der einer der gegebenen Seiten ge-
geniiberliegt. Auch dieser Winkel ist nicht eindeutig. Nichtsdestotrotz gelangt man
anschlieBend zum Fall "SSWW”.

113



25 ZUSAMMENFASSUNG

SSWW Diesen Fall kann man nur dann 16sen, falls die bekannten Groen ungleich § sind,
da die Neper’schen Formeln sonst nicht einsetzbar sind. Man teilt das Dreieck mit-
tels jener Hohe, welche den gesuchten Winkel aufspaltet. Mithilfe der 5. Neper
Formel berechnet man sich die beiden Teile des gesuchten Winkels. Falls einer der
beiden gegebenen Winkel stumpf ist, so miissen die erhaltenen Teile subtrahiert
werden. Ansonsten fiihrt eine Addition zum Erhalt des dritten Winkels. Fiir die
Berechnung der letzten iibrigen Grofle existieren mehrere Moglichkeiten. Beispiels-
weise ware der Seitenkosinussatz eine Option.

Achtung!: Der Fall "SSWW?” ist bei einem doppelrechtseitigen Kugeldreieck nicht
immer 16sbar!

In der Literatur wird dieses Problem manchmal umgangen, indem das doppelrechtseitige
Kugeldreieck ausgeschlossen wird. So gibt Laska die folgende Einteilung fiir Kugeldrei-
ecke an:

"Wie werden sie sphérischen Dreiecke eingeteilt? Antwort. Die sphérischen
Dreiecke werden eingeteilt:

A. In rechtwinklige Dreiecke, bei welchen der eine Winkel gleich 90° ist;
B. In rechtseitige oder Quadrantendreiecke, deren eine Seite 90° betréigt;

C. In schiefwinklige Dreiecke, welche nicht rechtseitig sind.” [Las90, S. 4]

Das doppelrechtseitige Kugeldreieck lésst sich keiner der drei genannten Kategorien A,B
und C zuordnen. Somit wird es ausgenommen ohne konkret benannt worden zu sein.
Dieser Umgang ist meines Erachtens der ungiinstigste, da der Leser beziiglich des Pro-
blems im Dunkeln gelassen wird.

Andere Mathematiker [Ham07, S. 421] bezeichnen das doppelrechtseitige Kugeldreieck
als einen Spezialfall, erwéhnen jedoch keine etwaigen Probleme, die bei ihrer Berechnung
auftreten konnten.

Crantz interpretiert das doppelreichtseitige Kugeldreieck als halbes Zweieck und legi-
timiert so einen Ausschluss.

"Der Leser denke an das Kugeldreieck, das zwei Rechte und im Falle o =
90° (Kugeloktant) sogar drei Rechte aufweist. Dann liegen eben Sonderfille
vor, namlich halbe Zweiecke, die als solche leicht zu beurteilen sind. Wir
werden also das rechtwinklige Kugeldreieck stets als nur einen rechten Winkel
enthaltend betrachten diirfen.” [Crad2), S. 70 - 71]

Durch die Entscheidung, das doppelrechtseitige Kugeldreieck im Vorhinein auszuschlie-
Ben, entzieht man sich einer Auseinandersetzung mit der Problematik des Falles "SSWW?.
Dadurch ergibt sich die Moglichkeit, "schénere” Schliisse zu ziehen. Zum Beispiel wiirde
sich dann behaupten lassen, dass man wie in der ebenen Trigonometrie nur drei Gréfien
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zur Berechnung der Kugeldreiecke benotigt. Dennoch habe ich mich von dieser Heran-
gehensweise distanziert, da man meines Erachtens dartiiber Bescheid wissen sollte, wenn
man sich mit der sphérischen Trigonometrie beschéftigt.

In diesem Absatz mochte ich den dritten groflen Teil dieser Arbeit zusammenfassen
und somit auch beenden.

Grundlegend konnen wir mithilfe der drei zentralen Sétze und den daraus resultierenden
Formeln, bei mindestens drei gegebenen Grofien, die restlichen Groéflen des sphérischen
Dreiecks berechnen. Abgesehen von einem Spezialfall funktioniert das immer.

115



26 IBL

Teil IV.
Schulbezug

In diesem letzten Teil mochte ich nun ein Konzept vorstellen, in welchem Schiiler und
Schiilerinnen Inhalte aus der sphérischen Geometrie kennenlernen und auch anwenden.
Konkret sollen die Schiiler und Schiilerinnen nach den Unterrichtseinheiten in der Lage
sein, Entfernungen zwischen zwei beliebigen Orten auf der Erde berechnen zu kénnen.
Das ist das zentrale Lernziel.

Dieses Lernziel soll innerhalb von drei Unterrichtsstunden erreicht werden. Im Unter-
kapitel 2§ "Unterrichtskonzept” auf Seite sollen die drei Unterrichtsstunden im De-
tail vorgestellt werden. Die dritte Unterrichtsstunde soll so konzipiert werden, sodass
die IBL-Methode nach Menezes |[Men+13| umsetzbar ist. Diese padagogische Methode
soll im Unterkapitel [26 auf Seite umfassend erklart werden. Weiters mochte ich im
Kapitel 27] "Lehrplan” auf Seite [I17] erlautern, inwiefern das Unterrichtsthema, sowie die
IBL-Methodik im Osterreichischen Lehrplan verankert und dadurch legitim sind.

26. IBL

Wie schon erwéhnt, mochte ich die dritte Stunde meines Unterrichtskonzeptes so planen,
sodass ein, auf eigene Nachforschung basiertes, Lernen mdoglich ist. Das dabei verwendete
padagogische Konzept nennt sich inquiry based learning (IBL) und wird vermehrt im
englischsprachigen Raum praktiziert. Der zugrundeliegende Gedanke von IBL lésst sich
gut mit einem Zitat von Konfuzius zusammenfassen.

"Was du mir sagst, das vergesse ich. Was du mir zeigst, daran erinnere ich
mich. Was du mich tun ldsst, das verstehe ich.”

Es geht also darum, die Schiiler und Schiilerinnen selbst forschen zu lassen. Man kann
also auch von einem anwendungsorientierten Unterricht sprechen. Dabei gilt es zu beach-
ten, dass die Schiiler und Schiilerinnen die Inhalte selbst erarbeiten und nicht von der
Lehrperson présentiert bekommen. Menezes legt sein Hauptaugenmerkmal auf diesen
Aspekt und stellt in seinem Artikel [Men+13] ein Konzept vor, mit welchem sich eben
dieser Gesichtspunkt optimal erfiillen l4sst.

Folglich soll deshalb die Kernaussage des erwéhnten Artikels genannt und die entschei-
denden Punkte aufgelistet werden.

Zusammengefasst geht es im erwidhnten Text um die Eignung von verschiedenen Fra-
getypen in unterschiedlichen Phasen in einem anwendungsorientierten Unterricht. Dabei
handelt es sich ausschlieflich um Fragen, welche von der Lehrperson gestellt werden.
Menezes klassifiziert diese in verification questions, focusing questions und in in-
quiry questions.
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Das Stellen von verification questions dient dem reinen Abpriifen von Wissen. Durch
focusing questions, kann es der Lehrperson gelingen, die Aufmerksamkeit der Schiiler
und Schiilerinnen in eine bestimmte inhaltliche Richtung zu lenken. Die Intention vom
Stellen von inquiry questions ist es, die Strategie, sowie die Denkweise von Schiiler und
Schiilerinnen zu erfahren.

Die im Text aufgelisteten Phasen eines anwendungsorientierten Unterrichts heiflen Ein-
fiihrungsphase, Entwicklungsphase, Diskussionsphase und Systematisierungs-
phase.

In der ersten Phase soll die Aufgabe vorgestellt und verstanden werden. Dazu kann
sich die Lehrperson durch verification questions vergewissern, dass die SuS die Anga-
be/Aufgabe verstanden haben.

In der Entwicklungsphase sollen die Schiiler und Schiilerinnen in Kleingruppen gemein-
sam an der Aufgabe tiifteln. Dabei ist es von Vorteil, wenn die Schiiler und Schiilerinnen
die Aufgabe moglichst ,laut“ bearbeiten, sodass die Lehrperson leichter Fehler oder
suboptimale Losungsstrategien auffallen. Durch die Verwendung von focusing questions
kann die Lehrperson die Lerngruppe dann anschlieBend wieder in die ,richtige“ Rich-
tung lenken. Sollte die Denkweise der SuS in dieser Phase nicht gleich ersichtlich sein,
so kénnen inquiry questions dem Lehrer direkt weiterhelfen.

In der Diskussionsphase sollten die Ergebnisse und vor allem die Losungsansitze und
Strategien von den Lerngruppen der restlichen Klasse présentiert und verglichen werden.
Hier kénnen wiederum focusing questions verwendet werden, um die Schiiler und Schii-
lerinnen wihrend der Prasentation auf etwaige Fehler aufmerksam zu machen. Bei einer
Prasentation, welche den Losungsansatz unbefriedigend erldutert, kann die Lehrperson
durch das Stellen von inquiry questions genauer nachhaken.

Schlussendlich werden in der Systematisierungsphase die konkreten Losungsansitze in
eine mathematisch korrekte Sprache niedergeschrieben und somit in die abstrakte Ebene
gehoben. Auch hier kénnen Fehler passieren, welche von den Schiiler und Schiilerinnen
bestmoglich selbst ausgemerzt werden, indem die Lehrperson durch eine focusing questi-
on die SuS darauf aufmerksam gemacht hat. Abschliefflend kann die Lehrperson fiir sich
selbst durch verification questions herausfinden, ob und was die SuS gelernt haben.

27. Lehrplanbezug
27.1. Inhalt

Nach dem 6sterreichischen Lehrplan [Bill7] sollte man in einer allgemein hoher bildende
Schule in der 6. Klasse das Thema ”Trigonometrie” umfassend behandeln. Der unten
angefithrte Absatz wurde wortlich aus dem Lehrplan genommen.

"Trigonometrie: Durchfiihren von Berechnungen an rechtwinkligen und all-
gemeinen Dreiecken, an Figuren und Korpern (auch mittels Sinus- und Ko-
sinussatz)” [Bill7, S. 4]

Dabei wird allgemein der Begriff "Trigonometrie” erwéhnt. Von einer ndheren Differen-
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zierung in die Teilgebiete, ”"ebene Trigonometrie”, "hyperbolische Trigonometrie” und
"sphérische Trigonometrie” wird Abstand gehalten. Daher ist es meines Erachtens durch-
aus legitim, Inhalte der sphérischen Trigonometrie im Schulunterricht zu behandeln.
Die Menschen lernten in der Frithneuzeit die sphérische Trigonometrie als hilfreiches
Werkzeug der Seefahrt einzusetzen. Viele niitzliche Inhalte wie die Neper’schen For-
meln stammen aus dieser Zeit. Vor allem wurde sphérische Trigonometrie fiir Kurs -
und Entfernungsberechnungen verwendet. Die Entfernungsberechnung gehért daher zu
einem der wichtigsten Anwendungsbereiche der sphérischen Trigonometrie und ist da-
her meiner Meinung nach ein sehr dankbares Schulthema. Darum habe ich mich dafiir
entschieden.

27.2. Didaktische Grundsatze

Weiters lésst sich auch der Einsatz der IBL - Methodik nach Menezes mithilfe des Lehr-
planes rechtfertigen. Die Prinzipien dieses pddagogischen Konzeptes stimmen nédmlich
auch hervorragend mit den didaktischen Grundsétzen des Gsterreichischen Lehrplanes
iiberein. Im Folgenden méchte ich einige dieser Grundsétze auflisten und dabei Uber-
schneidungen mit Prinzipien der IBL - Methodik nach Menezes aufzeigen.

e Lernen in anwendungsorientierten Kontexten [Bill7], S. 2]

Dieser didaktische Grundsatz wird durch den Einsatz der IBL - Methodik nach
Menezes zu 100% erfiillt. Das Wort ”inquiry”, welches durch das ”I” in IBL darge-
stellt wird, wird hdufig mit "anwendungsorientiert” {ibersetzt. Der Inhalt der Un-
terrichtsstunden, ”Berechnung der Entfernung zweier Orte auf der Erdkugel”, setzt
die spharische Trigonometrie auch in einen glaubwiirdigen anwendungsorientierten
Kontext. Dadurch wird die Niitzlichkeit der Mathematik im Alltag aufgezeigt.

Zusammenfassend ist das Unterrichtsthema ein glaubwiirdiger Anwendungsbereich
der sphérischen Trigonometrie und dadurch fir die IBL - Methode nach Mene-
zes pradestiniert. Diese Methode erfiillt hervorragend den didaktischen Grundsatz
"Lernen in anwendungsorientierten Kontexten” des Osterreichischen Lehrplans.

e Lernen im sozialen Umfeld [Bill7, S. 3]

In der Entwicklungsphase der dritten Unterrichtsstunde arbeiten die Schiiler und
Schiilerinnen in einem Team von ungefdhr fiinf Personen. Um die Entfernung zwei-
er Orte berechnen zu koénnen, muss man sich geschickt bei den Techniken der
sphérischen Trigonometrie bedienen. Dieser Schritt ist fiir Schiiler und Schiilerin-
nen keinesfalls einfach, da Schiiler und Schiilerinnen das problemorientierte selbst-
stdndige Arbeiten in der Mathematik nicht gewohnt sind. Um das Ziel dennoch
erreichen zu konnen, miissen die Teams gut zusammenarbeiten. Das beinhaltet ein
strukturiertes Arbeiten und eine funktionierende Kommunikation.

e Lernen in Phasen [Bill7, S. 2]
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Im o&sterreichischen Lehrplan wird die Umsetzung des didaktischen Grundsatzes
"Lernen in Phasen” unter anderem wie folgt beschrieben.

"Die minimale Realisierung [des Grundsatzes "Lernen in Phasen”] be-
steht in der Orientierung am Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler
und der Finfiihrung von Begriffen tber intuitive und heuristische Ansdt-
ze mit exemplarischen Eraktifizierungen, die maximale Realisierung in

einer weit reichenden Prdzisierung mathematischer Begriffe, Sdtze und
Methoden.” [Bill7, S. 2 - 3]

Mithilfe der IBL-Methode nach Menezes wird der beschriebene Grundsatz meiner
Meinung nach auch ideal umgesetzt. Die Einfiithrungsphase ist dazu gedacht, das
Vorwissen der SuS zu erheben. In der Entwicklungsphase werden Ideen gesammelt
und davon Vielversprechende konkretisiert. In der Systematisierungsphase werden
die funktionierenden Ideen in eine mathematische Sprache gebracht und damit
auch exaktifiziert.

e Lernen mit technologischer Unterstiitzung |Bill7, S. 3]

Neben dem selbstverstdandlichen Einsatz des Taschenrechners, werden die Schii-
ler und Schiilerinnen ihre berechneten Entfernungen zwischen zwei Orten mit der
Google Earth Applikation tiberpriifen. Damit arbeiten sie mit einer Software, die
neben der Funktion einer verlidsslichen Kontrolle, auch die Funktion innehat, das
Gefiihl der Schiiler und Schiilerinnen fiir den Globus zu sensibilisieren.

28. Unterrichtskonzept

In diesem Kapitel stelle ich nun mein Unterrichtskonzept vor. Dieses beinhaltet drei Un-
terrichtsstunden, welche das Ziel verfolgen, den Schiiler und Schiilerinnen das Berechnen
von Entfernungen zweier Orte beizubringen.

Die Unterrichtsbilder werden jeweils in einer Tabellenform présentiert. Dabei werden
diese recht knapp gehalten, um die Ubersicht zu gewéhrleisten. AnschlieBend werden die
einzelnen Phasen noch im Detail beschrieben. Zuvor werden noch didaktische Kontext-
iiberlegungen verschriftlicht. Dabei werden alle nétigen Voraussetzungen fiir die Umset-
zung des Unterrichtskonzeptes angegeben.

28.1. Kontextiiberlegungen

Lernziel: Die Schiiler und Schiilerinnen kénnen die Entfernung von zwei beliebigen Or-
ten berechnen.

Klasse: Die Schiiler und Schiilerinnen befinden sich in der 6.Klasse einer allgemein
hoher bildende Schule.

Vorwissen: Die Schiiler und Schiilerinnen kennen die Definition vom sphérischen Raum,
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von Grofikreisen und Grofikreisbogen. Weiters wissen sie iiber die Definition des Win-
kels im sphérischen Raum, sowie iiber dessen Interpretation als Bogenldnge Bescheid.
Aufbauend auf diesem Grundwissen kennen die Schiiler und Schiilerinnen die Definition
von sphérischen Dreiecken und die drei zentralen Sétze der sphérischen Trigonometrie.
Diese konnen sie einsetzen, um fehlende Groflen eines Kugeldreiecks zu berechnen.

Facheriibergreifender Unterricht: Das Unterrichtsthema hat einen sehr starken Be-
zug zum Unterrichtsfach Geographie und Umweltkunde, wodurch ein facheriibergreifen-
der Unterricht moglich wére. Diese Verkniipfung wére fiir den Lernerfolg der Schiiler
und Schiilerinnen natiirlich ideal, da sich die Schiiler und Schiilerinnen dann 6fter und
intensiver mit der Materie auseinandersetzen wiirden. Zusétzlich kénnte man im Unter-
richtskonzept den geographischen Input auslassen beziehungsweise minimieren, sodass er
lediglich als Wiederholung fungiert. Dafiir miisste man die Klasse selbst in Geographie
unterrichten, oder man bendtigt eine kooperative Lehrperson mit dem Unterrichtsfach
Geografie. Da diese beiden Félle nicht immer zutreffen kénnen, werde ich das Unter-
richtskonzept ohne Riicksichtnahme auf einen ficheriibergreifenden Unterricht erstellen.

Grundlegende Literatur: Die mathematischen Inhalte der zweiten und dritten Unter-

richtsstunde stammen aus dem Buch "Geometrie auf der Kugel” von Schuppar [Sch17,
S. 35 - 44].
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28.2. Erste Unterrichtsstunde

Zeit Phase/Ziel Inhalt Methode Material

0-5min | Phase 1.1 Begrifiung und Or-

ganisatorisches

5 min Phase 1.2 Ein Einfiihrungs- | Frontal
Schiiler und Schiile- | gespréch, welches
rinnen sind fiir das | bei den  Schiiler
neue Unterrichtsthe- | und Schiilerinnen
ma bereit. Sie den- | Neugierde weckt.
ken ”"Wir brauchen
ein Gradnetz fiir un-
sere Erde”

5 min Phase 1.3 Langen - und Brei- | Medien - | Youtube
Die Schiiler wund | tengrade, Mafleinhei- | einsatz Video
Schiilerinnen lernen | ten des Gradnetzes
geographische  Ko- | der Erde
ordinaten kennen
und  wissen {iiber
deren Sinnhaftigkeit
Bescheid.

5 min Phase 1.4 Darstellung des | Frontal Schulatlas:
Die  Schiiler und | Gradnetzes der Erde Weltkarte
Schiilerinnen kénnen | in einem Atlas und und USA-
die geographischen | {ibliche Notation Karte
Koordinaten  eines | der geographischen
Ortes mithilfe des | Koordinaten.

Schulatlas  bestim-
men und richtig
angeben.

10 min Phase 1.5 Ermittlung und No- | Partner - | Schulatlan-
Die  Schiiler wund | tierung der geogra- | arbeit ten
Schiilerinnen no- | phischen Koordina-
tieren sich die | ten von Innsbruck
geographischen und Rio de Janeiro
Koordinaten von
Innsbruck und Rio
de Janeiro.

10 min Phase 1.6 Umrechnung der | Frontal Koordinaten
Die  Schiiler und | geographische Koor- von  New
Schiilerinnen koénnen | dinaten mittels des York, Tafel
die geographischen | Beispiels New York.

Koordinaten in Grad
umrechnen

10 - 15 | Phase 1.7 Bestimmung und | Partnerar- | Schulatlan-

min Die  Schiiler und | Umformung der | beit ten
Schiilerinnen sol- | geographischen
len durch eigenes | Koordl22ten von

Uben das Umrech-
nen zwischen den
beiden  Notationen
verfestigen.

Innsbruck, Rio de
Janeiro, Moskau und
Sydney
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Phase 1.1:
In der ersten Phase werden die Schiiler und Schiilerinnen wie gewohnt begriifit und or-
ganisatorische Pflichten, wie das Uberpriifen der Anwesenheitsliste, werden abgehandelt.

Phase 1.2:

Die Lehrperson beginnt ein Gesprich, indem sie einen beliebigen Schiiler/ eine belie-
bige Schiilerin fragt, wie weit Rio de Janeiro von Innsbruck entfernt liegt. Da der/die
gefragte Schiiler/in die Antwort wahrscheinlich nicht geben kann, fragt die Lehrperson
weiter, wie man denn die Entfernung messen kénnte. Dabei versucht die Lehrperson das
Wissen der Schiiler und Schiilerinnen iiber die sphérische Geometrie hervorzurufen. Das
gelingt, indem man verdeutlicht, dass eine so grofie Entfernung auf der Erde gekriimmt
sein muss. Der Weg nach Rio ist demnach ein Grofikreisbogen. Da die Schiiler und Schii-
lerinnen iiber die Definition des sphérischen Raumes und somit iiber den sphérischen
Abstand Bescheid wissen, kénnen sie nun von selbst auf die Idee kommen, mithilfe des
sphérischen Abstandes die Entfernung zu berechnen. Die Lehrperson versucht durch das
geschickte Stellen von Fragen, die Schiiler und Schiilerinnen auf diese Spur zu fiihren.
Um eine Entfernung auf der Erde mithilfe des sphéarischen Abstandes berechnen zu kon-
nen, miisste man jedoch die Koordinaten der Orte wissen, und ein Koordinatensystem
erstellen, mit dem Erdmittelpunkt als Nullpunkt. Nach dieser Erkenntnis erwédhnt die
Lehrperson, dass man so ein Koordinatensystem nicht benétigt und es einen einfacheren
Weg gibt, die Entfernung berechnen zu kénnen.

Natiirlich ist es immer schwierig ein Gespréach im vornherein genau zu planen, da man
die Wortmeldungen der Schiiler und Schilerinnen nicht vorhersehen kann. Es ist meiner
Meinung jedoch nicht schlimm, wenn das Gesprach nicht in die gewiinschte Richtung
verlauft. Man sollte das Gespriach einfach laufen lassen. Wichtig ist in dieser Phase,
dass eine lockere Stimmung im Klassenzimmer herrscht, sodass sich die Schiiler und
Schiilerinnen auf das neue Thema einlassen. Im Falle einer gestressten Atmosphére im
Klassenzimmer verlieren die Schiiler und Schiilerinnen schnell die Motivation und das
Interesse. Sollte das Ziel, dass sich die Schiiler und Schiilerinnen nach einem Gradnetz
sehnen, nicht durch das Gespréch erreichen lassen, so kann man nach ungefahr 10 Mi-
nuten das Ziel selbst erlautern.

Phase 1.3:

Die Lehrperson verwendet den Beamer des Klassenzimmers um den Schiiler und Schiile-
rinnen das Youtube Video "https://www.youtube.com/watch?v=IAGfp5UpGT0” vorzu-
spielen. Darin wird in ungefihr 5 Minuten das Gradnetz der Erde erklért. Die Erklarung
beinhaltet eine kurze historische Einfithrung, die Wichtigkeit des Gradnetzes, dessen
Aufbau in Langen - und Breitengrade, sowie die Beniitzung und Angabe von geographi-
schen Koordinaten.

Phase 1.4:

Die Lehrperson erklart den Schiiler und Schiilerinnen nun, dass man mithilfe der geogra-
phischen Koordinaten die Entfernung zwischen Innsbruck und Rio de Janeiro berechnen
kann. Dazu miissen die Schiiler und Schiilerinnen diese aber bestimmen kénnen. Die
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Lehrperson zeigt daher den Schiilern und Schiilerinnen anhand eines Schulatlanten, wie
man die geographischen Koordinaten von New York bestimmt. Dazu bestimmt die Lehr-
person, dass der Schnittpunkt des Breitengrades 40°43’ N mit dem Langengrad 74° W
der Standpunkt New Yorks ist. Die Koordinaten von New York sind demnach 40°43’ N
, 74° W,

Phase 1.5:

Die Lehrperson gibt den Schiilern und Schiilerinnen die Anweisung, die geographischen
Koordinaten von Innsbruck und Rio de Janeiro mit dem jeweiligen Sitznachbarn zu
ermitteln und zu notieren. Héchstwahrscheinlich sind 10 Minuten fiir diese Phase zu
grofziigig berechnet. Nachdem man sich vergewissert hat, dass alle Schiiler und Schii-
lerinnen die Koordinaten bestimmt haben, kann man Stichproben nehmen, indem man
manche Schiiler und Schiilerinnen auffordert ihre Ergebnisse zu nennen. Wichtig ist, dass
sich alle am Ende der Phase die selben Koordinaten notiert haben. Sollte man mehrere
unterschiedliche Koordinaten erhalten haben, so einigt man sich einfach spontan auf ein
Ergebnis, dass dann alle anderen {ibernehmen.

Phase 1.6:

Die Schiiler und Schiilerinnen kénnen geographische Koordinaten bestimmen und in
Grad, Minuten und Sekunden angeben. Die Lehrperson demonstriert den Schiilern und
Schiilerinnen mittels des Beispiels von New York, wie man die geographischen Koordina-
ten von gemischten Einheiten in reine Grad umrechnet. Dabei gibt die Lehrperson, aus
Ubungszwecken, zum Breitengrad von New York noch Sekunden hinzu. Die Lehrperson
schreibt nun 40°43'25”N an die Tafel. Im ersten Schritt rechnet die Lehrperson mit dem
Taschenrechner die 25” in Minuten um. Dafiir teilt man 25 durch 60. % = 0,41666667.
Nun addiert die Lehrperson das, auf vier Nachstellen gerundete, Ergebnis zu den gege-
benen Minuten und erhélt dadurch 43,4167'. Die erhaltenen Minuten werden abermals
durch 60 geteilt und zu den gegebenen Grad addiert. Die Lehrperson schreibt das ge-
rundete Ergebnis 40,7236°N an die Tafel. Die Lehrperson erkldrt den Schiilern und
Schiilerinnen, dass man das N fiir Nord einfach weglassen kann. Bei einem S fiir Siid,
miisste man jedoch ein Minus vor das Ergebnis setzen. Dadurch kann man nun Breiten-
grade sinnvoll miteinander addieren. Nun benennt die Lehrperson den umgerechneten
Breitengrad ¢ny. Auf die selbe Weise kann man natiirlich auch Léngengrade umrech-
nen. Bei dem New York Beispiel ist dies jedoch nicht notig, da der Lingengrad von New
York schon rein in Grad angegeben ist. Diesen nennt die Lehrperson nun Ayy. Die Lehr-
person schreibt nun NY = (¢ny, Any) an die Tafel und erklart, dass es sich dabei um
den Punkt handelt, welcher New York auf der Erdkugel entspricht. Da die Schiiler und
Schiilerinnen in der nichsten Phase selbst Koordinaten in reine Grad umrechnen, ist es
zu empfehlen, die Umrechnung der Koordinaten in New York ganz genau vorzuzeigen.
Das bedeutet, alle Nebenrechnungen schriftlich auszufithren und keinen Rechenschritt
auszulassen. Dadurch kénnen die Schiiler und Schiilerinnen sich bei ihrer selbsténdigen
Arbeit an dem Beispiel der Lehrperson orientieren.

Phase 1.7:

Die Lehrperson bittet die Schiiler und Schiilerinnen die schon bestimmten Koordina-
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ten von Innsbruck und Rio de Janeiro in Partnerarbeit umzuschreiben und zu notieren.
Weiters sollen die Schiiler und Schiilerinnen die Koordinaten von Sydney und Moskau
aus dem Atlas herauslesen und umrechnen. Die Lehrperson geht durch die Klasse und
versucht bei Problemen zu helfen. Wichtig ist, dass ein einheitliches Ergebnis der Koor-
dinaten von Innsbruck und Rio bestimmt werden konnte, da in der nidchsten Stunde mit
diesen Koordinaten gerechnet werden soll. Die Koordinaten der beiden weiteren Orte
dienen zur Ubung, beziehungsweise als Beschéftigung fiir schnelle Schiiler und Schiile-
rinnen . Die unerledigte Arbeit wird beim Ende der Unterrichtsstunde als Hausiibung
aufgegeben.

28.3. Zweite Unterrichtsstunde

Zeit Phase/Ziel Inhalt Methode Material
0 - 5 min | Phase 2.1 BegriiBung und Or-
ganisatorisches
5 - 10 | Phase 2.2 Bestimmung und | Lehrer - | Beamer,
min Die  Schiiler und | Umrechnung der | Schiilerge- Stidame-
Schiilerinnen  erin- | geographischen spréach rikakarte

nern sich an bzw. | Daten von Rio de
festigen  die  In- | Janeiro.

halte der letzten
Unterrichtsstunde.
25 min Phase 2.3 Bearbeitung des Ar- | Partnerarbeit Arbeitsblatt
Die Schiiler und | beitsblattes
Schiilerinnen  kon-
nen die Entfernung
zweier Orte auf dem
selben  Léangengrad
bzw. auf dem sel-
ben Breitengrad

berechnen.
10 - 20 | Phase 2.4 Prasentation und | Lehrer - | Tafel, Ar-
min Die Ergebnisse des | Kontrolle der Ergeb- | Schiilerge- beitsblatter

Arbeitsblattes wer- | nisse des Arbeits- | sprich
den kontrolliert und | blattes
vereinheitlicht.

Phase 2.1:
In der ersten Phase werden die Schiiler und Schiilerinnen wie gewohnt begriifit und or-
ganisatorische Pflichten, wie das Uberpriifen der Anwesenheitsliste werden abgehandelt.

Phase 2.2:

Die Lehrperson erinnert die Schiiler und Schiilerinnen an das urspriingliche Ziel, die Ent-
fernung nach Rio zu berechnen. Dazu benétigt man die Kompetenz, die geographischen
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Koordinaten davon, bestimmen zu kénnen. Daher geht die Lehrperson nochmal diesen
Vorgang im Detail mit den Schiilern und Schiilerinnen durch.

Dabei projiziert sie mithilfe eines Beamers eine Siidamerika - Karte mit einem Gradnetz
an die Wand und fragt ins Plenum, wie man denn nun die geographischen Koordina-
ten von Rio herausfinden kann. Daraufhin bittet die Lehrperson einen Schiiler oder eine
Schiilerin auf, die Koordinaten in reine Grad umzurechnen. Anschliefend betont die
Lehrperson die Wichtigkeit dieser Kompetenzen fir die kommenden Inhalte und bittet
die Schiiler und Schiilerinnen bei Unklarheiten an dieser Stelle Fragen zu stellen.

Phase 2.3:

Die Lehrperson teilt den Schiilern und Schiilerinnen das Arbeitsblatt aus, mithilfe des-
sen sie sich die Inhalte selbst erarbeiten kénnen. Die Lehrperson schreitet dabei durch
die Klasse und versucht bei Problemen zu helfen und Fragen zu beantworten. Dabei ist
es wichtig, den Schiilern und Schiilerinnen die Arbeit nicht abzunehmen. Unterstiitzend
fungieren ist in Ordnung, jedoch sollte man ihnen keine Rechenwege oder Ergebnisse
verraten.

Auf den néchsten beiden Seiten folgt das Arbeitsblatt.
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Entfernungen von Orten mit gleichem
Lange - oder Breitengrad

Der Léngengrad 20° O durchquert Afrika von Libyen bis zum siidlichen Kap der Guten
Hoffnung. Ziel ist es nun, die Entfernung dieser beiden Orte zu berechnen. Da Libyen
recht grof} ist, wihle zur Entfernungsberechnung den siidostlichsten Ort der lybischen
Nordkiiste. Die auf dem Arbeitsblatt angegebene Afrikakarte kann dir bei deinen Uber-
legungen helfen.

1. Aufgabe:
Ermittle die geographischen Koordinaten der beiden Orte und berechne die gesuchte
Entfernung.



2. Aufgabe:
Wandle die Breitendifferenz von Grad in Kilometer um. Dazu muss man wissen, wie
viele Kilometer einem Grad entsprechen. (Tipp: Fiir die Linge des Aquators kann man
eine Lange von 40.000 km annehmen.)

3. Aufgabe:
Wir nennen die Breitendifferenz zweier Orte nun ¢a. Stelle eine Formel auf, mit welcher
man die Breitendifferenz ¢ zweier Orte auf demselben Langenkreis berechnen kann.
(Achtung: Die Breitengrade zweier Orte konnen unterschiedliche Vorzeichen haben. Er-
mittle die unterschiedlichen Kombinationsmdoglichkeiten und stelle eine Formel fiir jeden
der unterschiedlichen Falle auf. Versuche dann die unterschiedlichen Félle in eine Formel
zusammenzufassen)

4. Aufgabe:
Berechne die Entfernung zwischen West — und Ostkiiste Afrikas. Betrachte dazu den
Breitengrad 10° N. Gib auch zur Entfernungsberechnung zweier Orte auf demselben
Breitengrad eine allgemeine Formel an.



28.4 Dritte Unterrichtsstunde 28 UNTERRICHTSKONZEPT

Phase 2.4:
Die Lehrperson geht gemeinsam mit den Schiilern und Schiilerinnen die Aufgaben des
Arbeitsblattes durch. Dabei sollen immer Schiiler und Schiilerinnen , die die Aufgaben
erfolgreich erarbeitet haben, ihren Schulkollegen die Loésungen erkldren. Diese werden
von der Lehrperson aufgrund ihrer Beobachtungen der vorherigen Phase ausgewéhlt.

28.4. Dritte Unterrichtsstunde

Wie schon erwéhnt, soll die dritte Stunde ganz im Sinne eines IBL-Unterrichts nach
Menezes geplant sein. Wie schon erwdhnt, ist das Verhalten der Lehrperson fiir einen
erfolgreichen Unterricht entscheidend. Man soll davon absehen, den Schiilern und Schii-
lerinnen den Vorgang zu erkléren beziehungsweise zu schildern. Vielmehr sollte man die
Schiiler und Schiilerinnen mit geschicktem Fragestellen in eine giinstige Richtung lenken.
Die Idee dieses Konzeptes wurde im Kapitel 26| auf Seite ausfiihrlich erklart. Nun
mochte ich zur Darstellung der dritten Unterrichtsstunde iibergehen.
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Zeit

Phase/Ziel

Inhalt

Methode

Material

0 - 5 min

Phase 3.1

Begriflung und Or-
ganisatorisches

Einfiihrungsphase
Die  Schiiler und
Schillerinnen  erin-
nern sich an das
Gelernte der letzten
beiden Stunden und
kennen das Lernziel
Unterrichts-
Sie wissen,
dass sie selbstédn-
dig das Lernziel
erreichen sollen.

dieser
stunde.

Inhalte der letzten
Stunden

Frontal

Entwicklungsphase
Die  Schiiler und
Schiilerinnen versu-
chen konzentriert
einen Weg zu finden,
die Entfernung zwi-
schen Innsbruck und
Rio de Janeiro zu
berechnen.

Berechnung der Ent-
fernung von Inns-

bruck und Rio.

Gruppen
arbeit

10 min

Diskussionsphase
Die  Schiiler und
Schiilerinnen lernen
die Losungsansétze,
Ideen und  Vor-
gehensweisen der
anderen kennen.

Berechnung der Ent-
fernung von Inns-
bruck und Rio.

Gruppen
diskussion

Tafel

10 min

Systematisierungs
- phase

Die  Schiiler und
Schiilerinnen erhal-
ten eine mathema-
tisch ausformulierte
Methode zur Entfer-
nungsberechnung.

Berechnung der Ent-
fernung von Inns-
bruck und Rio bezie-
hungsweise Berech-
nung der Entfernung
zweier beliebiger Or-
te.

Frontal

Tafel
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Phase 3.1
In der ersten Phase werden die Schiiler und Schiilerinnen wie gewohnt begriifit und or-
ganisatorische Pflichten, wie das Uberpriifen der Anwesenheitsliste werden abgehandelt.

Einfiihrungsphase

In dieser Phase tiberpriift die Lehrperson mittels verification questions das Wissen der
Schiiler und Schiilerinnen tiber die Inhalte der letzten beiden Unterrichtsstunden, da die
Entwicklungsphase nur dann Friichte tragt, falls das Vorwissen der Schiiler und Schii-
lerinnen ausreichend vorhanden ist. Die Schiiler und Schiilerinnen miissen verstanden
haben, wie man geographische Koordinaten bestimmt und umrechnet. Weiters miissen
sie in der Lage sein, die Entfernung zweier Orte auf dem selben Breiten - beziehungs-
weise Langengrad berechnen zu kénnen. Dann erklart die Lehrperson, dass die Schiiler
und Schiilerinnen nun in Vierergruppen versuchen miissen, dass Problem selbststdndig
zu l6sen. Sie bekommen noch den Tipp auf den Weg, sich aus der Trickkiste der sphéri-
schen Trigonometrie zu bedienen.

Entwicklungsphase

Die Lehrperson teilt die Schiiler und Schiilerinnen in Vierergruppen ein. Am schnells-
ten und einfachsten funktioniert die Einteilung, indem sich zwei Sitznachbarn einfach
umdrehen. Man sollte jedoch darauf achten, dass in jeder Gruppe mindestens eine Per-
son sitzt, welche l6sungsorientiertes und strukturiertes Denken und Arbeiten beherrscht.
Ein/e Schiiler/in sollen den Arbeitsprozess protokollieren, sodass eine liickenlose Pré-
sentation in der néchsten Phase moglich ist. Nun sollen die Schiiler und Schiilerinnen
selbststandig die Entfernung zwischen Innsbruck und Rio mittels sphérischer Trigonome-
trie berechnen. Dabei unterstiitzt die Lehrperson die Schiiler und Schiilerinnen , indem
sie sie mittels focusing questions auf den richtigen Pfad lenkt. Dazu konnen inquiry
questions verwendet werden, um die Ideen und Vorgehensweisen der Schiiler und Schii-
lerinnen zu verstehen.

Ein gewinnbringender Losungsansatz wére zum Beispiel, dass man sich zu den beiden
gegebenen Orte einen dritten Ort hinzunimmt, um ein sphérisches Dreieck zu erlangen.
Man kann sich sogar ohne die Hilfe eines Atlanten die Koordinaten des Nordpols, 90° N,
0° W, iiberlegen. Somit erhélt man ein sphérisches Dreieck. Um sich die Entfernung der
beiden gegebenen Orte mithilfe der Trigonometrie berechnen zu kénnen, bendtigt man
noch weitere Groen des Dreiecks, welches in der Abbildung [34] auf Seite dargestellt
ist. Die Entfernungen zwischen Nordpol und Rio NR sowie zwischen Nordpol und Inns-
bruck N7 lassen sich mithilfe der geographischen Daten leicht bestimmen. Zuséatzlich
l&sst sich auch der Winkel v bestimmen. Man nehme dazu an, dass R zwar auf dem sel-
ben Liangengrad, jedoch auf dem Breitengrad 0, also dem Aquator liegt. Selbiges nehmen
wir auch fiir I an. Die Entfernung zwischen den beiden, lasst sich mithilfe des erlangten
Wissens aus der zweiten Unterrichtsstunde leicht berechnen. Diese Entfernung entspricht
genau dem Winkel . Mithilfe dieser drei Grofien, kann man sich nach Verwendung des
sphérischen Seitenkosinussatzes die Seite RI bestimmen. Wenn man dieses Ergebnis nun
von Grad in Kilometer umrechnet, erhélt man die Entfernung von Innsbruck nach Rio
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RI

.
-’-.’A .
e emm == quator

Abbildung 34: Skizze zur Berechnung der Entfernung von Innsbruck nach Rio de Janeiro

in Kilometer.

Auf diesen Losungsweg soll man die Schiiler und Schiilerinnen nur mit dem Stellen von
Fragen leiten. Zum Beispiel kénnte die Lehrperson sehen, dass eine Gruppe nicht ver-
steht, wie man die Trigonometrie einsetzen soll. Dieses Problem kann die Lehrperson
mithilfe einer inquiry question wie "Wo liegt das Problem?” erheben. Anschlieend kann
die Lehrperson eine focusing quesion wie "Was bendtigt man fiir ein Dreieck?” stel-
len. Die Schiiler und Schiilerinnen kénnten dann erkennen, dass sie noch einen weiteren
dritten Punkt benotigen. ”Welchen Punkt kénnte man hinzunehmen?”, Welcher Punkt
wiirde sich anbieten?”. Mit diesen Fragen konnten die Schiiler und Schiilerinnen auf die
Idee kommen, einen Pol hinzuzunehmen. Wichtig ist, dass die Schiiler und Schiilerinnen
immer selber den néchsten Schritt erkennen.

Diskussionsphase

Nun werden die erstellten Protokolle der Vierergruppen der Reihe nach présentiert. Da-
bei sollen die Schiiler und Schiilerinnen ihren Fokus auf ihre Ideen und Vorgehensweisen
legen. Wahrend der Préasentationen diirfen Fragen gestellt und diskutiert werden. Die
Lehrperson kann mittels inquiry questions nachhaken, falls sie die Vorgehensweise einer
Gruppe nicht verstanden hat. Die Ideen und Ergebnisse werden von der Lehrperson in
Stichworten iibersichtlich auf der Tafel festgehalten.

Systematisierungsphase

Die Lehrperson fasst in der letzten Phase die Ergebnisse der Gruppen kurz zusammen.
Die gegliickten Vorgehensweisen werden nun von der Lehrperson in eine mathematische
Sprache verfasst und verschriftlicht. Das heifit, dass die Lehrperson die Aufgabe ge-
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meinsam mit den Schiiler und Schiilerinnen an der Tafel 16st. Diese notieren sich diesen
prasentierten Losungsweg in ihrem Heft. Sollte die Zeit nicht mehr reichen, so kann die
Lehrperson einen optimalen Lésungsvorschlag ausformuliert in Form eines Hand - outs
nachreichen. Wichtig ist, dass die Schiiler und Schiilerinnen einen zielfithrenden Rechen-
weg in korrekter mathematischer Sprache in ihren Unterlagen haben. Bei Bedarf kann
die Lehrperson am Ende der Unterrichtsstunde, den Schiiler und Schiilerinnen zur Festi-
gung die Berechnung einer Entfernung zwischen zwei beliebigen Orten als Hausaufgabe
mitgeben. Beziehungsweise kann man die Festigung auch in die néchste Schulstunde
verschieben.
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